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Materiaty do wyktadu dla studentow kognitywistyki

Wyktad 1. Wprowadzenie do rachunku zbiorow



Podstawowe pojecia rachunku zbiorow

Uwaga 1.1. W teorii mnogosci mowimy o zbiorach w sensie dystrybu-
tywnym; rachunek zbioréw jest fragmentem teorii mnogosci.

Pojecia ,bycia zbiorem” oraz ,nalezenia do zbioru” sg pojeciami
pierwotnymi; nie sg one (wprost) definiowane, lecz ich sens okreslajg
tgcznie aksjomaty teorii mnogosci.

Piszemy:
Zbior(x) dla wyrazenia tego, ze x jest zbiorem,
XxXeA dla wyrazenia tego, ze (przedmiot, obiekt,

indywiduum) x nalezy do zbioru A.
Gdy x € A, méwimy tez, ze x jest elementem zbioru A.

Uwaga 1.2. Rozroznienie miedzy indywiduami a zbiorami nie ma charak-
teru absolutnego. W szczegdlnosci, zbiory mogg bycC ele-
mentami (naleze¢ do) innych zbiorow.



Jak okreslamy zbiory?

Mamy dwa podstawowe sposoby okreslania zbioru:
1. sporzadzenie listy elementow okreslanego zbioru.

Notacja:

Przyktad 1.1.
Przyktad 1.2.
Przyktad 1.3.
Dygresja 1.1.

Uwaga 1.3:

{a4, ay, ..., an} 0znacza zbior, ktorego elementami sg
obiekty aq, ay, ..., a, i zadne inne.

{a} oznacza zbior, ktorego jedynym elementem jest
obiekt a (zbidr tego rodzaju nazywamy zbiorem jednost-
kowym lub singletonem).

{Zielona Gora, Gorzow Wielkopolski}

{1, 3,5, 7}

{1, 3, {5, 7}}

Zbior {1, 3, 5, 7} ma cztery elementy, natomiast zbior
{1, 3, {5, 7}} ma trzy elementy. Dlaczego?

Elementy listy powinny desygnowac rozne obiekty. Gdy,
przyktadowo, napiszemy {1, 2, 1}, jest to — uzywajac

eufemizmu - pretensjonalny opis zbioru {1, 2}.



Jak okreslamy zbiory?

2. podanie warunku, ktory spetniajq te i tylko te obiekty, ktore
sg elementami okreslanego zbioru.

Notacja:

Przyktad 1.4.

Przykfad 1.5.

Przyktad 1.6.

Dygresja 1.2.

{x:Dd(x)} oznacza zbior wszystkich x-Ow takich, ze ®(x)

{x : x jest studentem 1-go roku kognitywistyki}

- zbior wszystkich studentow 1-go roku kognitywistyKi
{x : x jest liczbg naturalng i x jest podzielne przez 2}

- zbior wszystkich liczb naturalnych parzystych
{x : x jest mezczyzng w ciele kobiety}

Czasami zamiast dwukropka uzywamy kreski |. Tak wiec
napisy {x : ®(x)} oraz {x | ®(x)} majg to samo znaczenie.



Jak okreslamy zbiory?

Dygresja 1.3. Gdy pragniemy scharakteryzowacC pewien podzbior uprzed-
nio scharakteryzowanego zbioru, czasami umieszczamy odniesienie do
tego zbioru przed dwukropkiem/kreska. Przyktadowo, napisy:

{x € N : x jest podzielne przez 2}
{x : x jest liczbg naturalng i x jest podzielne przez 2}
oznaczajg ten sam zbior, tj. zbior liczb naturalnych parzystych.

Dygresja 1.4. Zbioru nieskonczonego nie mozemy scharakteryzowac po-
przez podanie listy jego wszystkich elementow. Niektore zbiory skon-
czone mozemy jednak scharakteryzowac zarowno poprzez podanie li-
sty, jak i poprzez podanie warunku. Przyktadowo, zbior {1, 3, 5, 7}
mozna rowniez okresli¢ nastepujgco:

{x: x jest nieparzystg liczbg catkowitg dodatnig mniejszg od 9}



Zasada ekstensjonalnosci

Notacja: wyrazenie wtw jest skrotem zwrotu ,wtedy i tylko wtedy, gdy”.

Nastepujgce podstawowe zasady sg albo aksjomatami teorii mno-
gosci, albo konsekwencjami jej aksjomatow:

ZASADA EKSTENSJONALNOSCI: Zbiory A oraz B sg identyczne witw
majg one dokfadnie te same elementy,; symbolicznie:

A=B wtw Vx (xe A x € B).

Mowigc swobodnie, wynika stad, ze okresli¢ zbior to tyle, co okreslic, z
jakich przedmiotow sie on skfada.

Przyktad 1.7. Niech:
A = {x : x jest prostokagtem rownobocznymj}

B = {x : x jest kwadratem}

Zbiory A oraz B sg identyczne (tj. A = B).




Zasada dystrybutywnosSci

ZASADA DYSTRYBUTYWNOSCI: Zaden zbiér nie jest identyczny z
zadnym ze swoich elementow; symbolicznie:

—(Jy Ax (Zbidr(x) Ay € X A X=Y))

Intuicyjnie rzecz biorgc, zbior pusty to zbior nie majacy zadnego
elementu. Pojecie to mozna scisle zdefiniowac nastepujgco:

Definicja 1.1 (zbiér pusty) Zbiorem pustym nazywamy zbior-

{x:x=xnr-=(x=Xx)}

Zbior pusty oznaczamy symbolem O.

Whniosek 1.1. Nastepujgce zbiory:
4, {3}, {Gh {{{gh), (i) -

Sg rozne miedzy soba.




Inkluzja zbiorow
Inkluzje zbioréw (inaczej: zawieranie sie zbiorow) definiujemy nastepu-
jaco:

Definicja 1.2. (inkluzja) Zbiér A zawiera sie w zbiorze B wtw kazdy ele-
ment zbioru A jest tez elementem zbioru B; symbolicznie:

AcBwlwVx(xe A— x e B)
Definicja 1.3. (podzbidr) Zbiér A jest podzbiorem zbioru B wiw A < B.

Dygresja 1.5. Zbiér pusty jest podzbiorem kazdego zbioru. Dlaczego?

Przyktad 1.8. Zbior wszystkich mezczyzn jest podzbiorem zbioru
wszystkich ludzi.

Przyktad 1.9. Zbior wszystkich ludzi jest podzbiorem zbioru wszystkich
ludzi.

Whniosek 1.2. Kazdy zbior jest swoim wtasnym podzbiorem
- albowiem Vx(x e A > x € A)




Inkluzja wtasciwa

Definicja 1.3. (inkluzja wtasciwa) Ac Bwitw A < B A —(A = B)

Definicja 1.4. (podzbidr wiasciwy) Zbiér A jest podzbiorem wtasciwym
zbioru B witw A c B.

Whniosek 1.3. Jezeli A c B, to dx (x € B A —=(x € A)).

Przyktad 1.10. Zbiér wszystkich mezczyzn jest podzbiorem wiasciwym zbioru
wszystkich ludzi.

OSTRZEZENIE: Diugoletnia postuga dydaktyczna ws$réd humanistow
nauczyta mnie, ze znaki € oraz c (czy <) sg nagminnie mylone, co
znaczy, ze nie dostrzega sie roznicy miedzy nalezeniem elementu do
zbioru a zawieraniem sie zbioru w zbiorze. Jest to powazny btad! Z
pewng takg rezygnacjg zwracam wiec uwage, ze napisy typu:

1c{1, 2, 3}
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nie maja sensul!!!




Krzyzowanie sie zbiorow i roztgcznosc zbiorow

Definicja 1.5. (krzyzowanie sie zbiorow)
Zbior A krzyzuje sie ze zbiorem B wtw
(i) dx (x e AAX € B),

(ii) dy (y € AA—=(y € B)), oraz
(iii) dz(z € BA—=(z € A)).

Przyktad 1.11. Zbiér wszystkich leni krzyzuje sie ze zbiorem wszystkich

studentow.
Przyktad 1.12. Nastepujace zbiory A i B krzyzuja sie:
A={1,2, 3}
B=1{2, 3,4}

Definicja 1.6. (roztgcznosc zbioréw) Zbiory A oraz B sg roztgczne witw
—dx (x e AAx € B).

Przyktad 1.13. Zbiér wszystkich liczb catkowitych dodatnich jest roztgczny
ze zbiorem wszystkich liczb catkowitych ujemnych.
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Twierdzenie 1.1. Niech A i B bedg dowolnymi zbiorami. Wowczas:
(i) A | B sq roztgczne lub
(ii) A jest identyczny z B lub
(iii) A jest podzbiorem wtasciwym B lub
(
(

V) B jest podzbiorem wifasciwym A lub
V) A krzyzuje sie z B.

Komentarz zostanie podany na wyktadzie :)
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Zbior potegowy

Terminologia: Zbior zbiorow (tj. zbior, ktorego elementami sg zbiory)
nazywamy rodzing zbiorow.

Definicja 1.7. Rodzine wszystkich podzbiorow danego zbioru A nhazywamy
zbiorem potegowym zbioru A i oznaczamy symbolem 2.

Tak wiec 2° = {X: X < A}.
Przyktad 1.14. Niech A = {1, 2, 3}. Mamy wowczas:
2 ={@, {1}, {2}, {3}, {1, 2}, {1, 3}, {2, 3}, {1, 2, 3}}

Twierdzenie 1.2. Jezeli zbioér A jest skonczony i ma n elementow, to zbiér
potegowy zbioru A ma 2" elementéw.
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RoéwnolicznoS¢ zbiorow

Przypomnienie: Jezeli przeksztatcenie f zbioru A w zbior B jest funkcjg, to
kazdemu elementowi x zbioru A odpowiada doktadnie jeden element
f(x) zbioru B.

Terminologia: Funkcja f jest wzajemnie jednoznaczna, jezeli dla réznych
argumentow przyjmuje ona zawsze rozne wartosci, tj. zachodzi f(x) =

fly) > x=y.

Definicja 1.8. (rownolicznos¢ zbioréw). Dwa zbiory A i B sq rownoliczne
wtw istniefe funkcja wzajemnie jednoznaczna f, ktora odwzorowuje
zbior A na zbior B. O funkcji takief mowimy, ze ustala ona rownolicz-
nosc¢ zbiorow A i B. O zbiorach rownolicznych mowimy natomiast, ze
Sg one rownej mocy.

Przyktad 1.15. Niech A = {1, 3, 5} oraz B = {2, 4, 6}. Funkcja f: A |— B okres$lona
nastepujgco:

f(x) = x +1
ustala rownolicznosc zbiorow A i B.
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Zbiory skonczone i hieskonczone

Przyktad 1.16. Niech N bedzie zbiorem liczb naturalnych, a N, zbiorem

liczb naturalnych parzystych. Funkcja . N |-> N, okreslona nastepuja-
CO:

f(x) = 2x
ustala rownolicznos¢ zbiorow N i N-.

Whniosek 1.4. Zbior liczb naturalnych jest rownoliczny z pewnym swoim
podzbiorem wiasciwym.

Definicja 1.9 (zbidr nieskonczony w sensie Dedekinda).

Zbior A jest nieskonczony wtw zbior A jest rownoliczny z jakim$
swoim podzbiorem wifasciwym; w przeciwnym przypadku zbior A jest
skonczony.

Whniosek 1.5. Zbior pusty jest skonczony.

14




Zbiory skonczone i hieskonczone

Definicja 1.10. (zbior przeliczalny) Zbior A jest przeliczalny witw zbior A
Jjest skonczony Ilub zbior A jest rownoliczny ze zbiorem liczb natural-
nych.

Lemat 1. Przedziat (0, 1) nie jest przeliczalny.
Whniosek 1.6. Istniejg zbiory nieskonczone roznych mocy.
Lemat 2. Przedziat (0, 1) jest réwnoliczny ze zbiorem liczb rzeczywistych.

Twierdzenie 1.3. Zbiér liczb rzeczywistych jest nieskonczony, ale nie jest
rownoliczny ze zbiorem liczb naturalnych.

Twierdzenie 1.4. Dla dowolnego zbioru A, moc zbioru 2° (tj. zbioru
potegoweqgo zbioru A) jest wieksza od mocy zbioru A.
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Addendum: antynomia Russella

Niech Z =4 {X : —(X e X)}. Zapytajmy,czy Z e Z?

Zatozmy, ze Z € Z. Wowczas na mocy definicji zbioru Z dostajemy:
—(Z € 2).

Zatozmy, ze —(Z € Z). Wowczas na mocy definicji zbioru Z dostajemy:
Zecl

Mamy zatem dwie implikacje:
Lecl—>—(Zecl
—(Zel)—>2ZeclZ

skad dostajemy ZeZo—(Zel2

conamocy KRZdaje ZelZA—(Ze2)

czyli sprzecznosc !

W aksjomatycznych systemach teorii mnogosci sprzecznosc ta jest blo-
kowana na rozne wyrafinowane sposoby — o czym kiedy indzie;.
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zaawansowanych zagadnien poruszanych na tym wyktadzie znajduje
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