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Wyktad 2. Dziatania na zbiorach



Suma zbiorow
Niech A | B bedg dowolnymi zbiorami.

Definicja 2.1. (suma zbiorow) Suma zbiorow A i B jest to zbior A U B
spetniajgcy warunek:

xXeAuBoxeAvxeB.

Tak wiec
AuB={x:xeAvxeB}

Przyktad 2.1.  Niech A={1, 2, 3} oraz B = {3, 4, 5}. Wowczas:
AuB={1,2,3, 4,5}
Przyktad 2.2. Niech A={1, 2, 3} oraz B = J. Wowczas:
AuB={1, 2, 3}

Ostrzezenie:  Sumy zbiorow nie nalezy myli¢ z sumag liczb. Np.
2+2=4

12} v {2} =12}




Suma zbiorow
Przyktad 2.3.  Niech:
A = {x : x jest kognitywista}
B = {x : x jest filozofem}.
Wowczas:
A U B = {x : x jest kognitywistg v x jest filozofem}.

Uwaga 2.1. Do powyzszego zbioru naleza:
(a) wszyscy kognitywisci, ktorzy sg zarazem filozofami,
(b) wszyscy filozofowie, ktorzy sg zarazem kognitywistami,
(c) wszyscy kognitywisci, ktorzy nie sg filozofami, oraz
(d) wszyscy filozofowie, ktorzy nie sg kognitywistami.



Przedstawienie graficzne sumy zbiorow

AuB



lloczyn zbiorow

Definicja 2.2. (iloczyn zbiorow; inaczej: przekroj zbiorow, czesc wspolna
zbiorow) lloczyn zbiorow A i B jest to zbior A N B spetniajgcy warunek:

XeAnBoxeAaXxeB.

Zatem
AnB={x:xe AAaxe B}.

Przyktad 2.4.  Niech A={1, 2, 3} oraz B = {3, 4, 5}. Wowczas:

AN B ={3}
Przyktad 2.5.  Niech A={1, 2, 3} oraz B = &. Wdéwczas:
AnNnB=gQ
Ostrzezenie:  lloczynu zbiorow nie nalezy myli¢ z iloczynem liczb. Np.
2x2=4

2} N {2} = {2}




lloczyn zbiorow

Przyktad 2.6.  Niech:
A = {x : x jest kognitywista}
B = {x : x jest filozofem}.
Wowczas:
A N B = {x : x jest kognitywistg A x jest filozofem}.

Uwaga 2.2. Do powyzszego zbioru nalezg wytgcznie:
(a) wszyscy kognitywisci, ktorzy sg zarazem filozofami,
(b) wszyscy filozofowie, ktorzy sg zarazem kognitywistami.



Przedstawienie graficzne iloczynu zbiorow

AnNB



Roznica zbiorow
Notacja: Zamiast —(x € A) piszemy x ¢ A.

Definicja 2.3. (réznica zbiorow) Réznica zbiorow A i B jest to zbior A\ B
spetniajgcy warunek:

xXeA A\Boxe AAx g B.

Tak wiec
A\B={x:xeAAxg B}.

Przyktad 2.7.  Niech A ={1, 2, 3} oraz B = {3, 4, 5}. Wowczas:
A\B={1, 2}

Przyktad 2.8.  Niech A={1, 2, 3} oraz B = J. Wowczas:
A\B={1,2, 3}

Do przemyslenia: B\ A =7




Roznica zbiorow
Przyktad 2.9.  Niech:
A = {x . x jest kognitywista}
B = {x : x jest filozofem}.
Wowczas:
A\ B = {x: x jest kognitywistg A x nie jest filozofem}

Uwaga 2.3. Do powyzszego zbioru nalezg wytacznie ci kognitywisci, kto-
rzy nie sg filozofami.

Przyktad 2.10. Niech A i B beda takie same jak poprzednio. Wowczas:
B\ A = {x: x jest filozofem A x nie jest kognitywista}

czyli B\ A jest zbiorem tych wszystkich filozofow, ktorzy nie sg kognity-
wistami.



Roznica symetryczna zbiorow

Definicja 2.4. (roznica symetryczna zbiorow) Réznica symetryczna zbiorow
A i B jest to zbior A + B spetniajgcy warunek:
xe AtBo(xeAaxeB)vixeBaxgA).

Zatem
A+B={x.(xeAAaxegB)v(xe BAxgA).

Przyktad 2.11.  Niech A ={1, 2, 3} oraz B = {3, 4, 5}. Wowczas:
A+-B={1,24,5}

Przyktad 2.12.  Niech A ={1, 2, 3} oraz B = {3, 4, 5}. Wowczas:
B+A={1,2,4,5}
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Roznica symetryczna zbiorow

Przyktad 2.13.  Niech:
A = {x : x jest kognitywista}
B = {x : x jest filozofem}.
Wowczas:
A =+ B ={x: (x jest kognitywistg A x nie jest filozofem) v (x jest filozofem
A X nie jest kognitywistg)}.

czyli elementami zbioru A + B sg wszyscy kognitywisci nie-filozofowie, a
takze wszyscy filozofowie nie-kognitywisci.

Whiosek 2.1:
A=-B=A\B)u(B\A)
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Przedstawienia graficzne roznicy zbiorow i roznicy symetrycznej zbiorow

A\B B\ A
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Dopetnienie zbioru

Teraz zaldozmy, ze ograniczamy sie do rozwazania podzbiorow
pewnego dowolnego ale ustalonego zbioru U, zwanego uniwersum,
przestrzenig lub zbiorem uniwersalnym.

Definicja 2.5. (dopetnienie zbioru w zbiorze) Dopetnieniem zbioru A w
zbiorze U nazywamy zbior A’ spetniajgcy rownosc:
A'=U\A.

Whniosek 2.2. A’={x e U : x ¢ A}.
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Przedstawienie graficzne dopetnienia zbioru A w zbiorze U

AI

Zbior U jest reprezentowany przez prostokat; szara czesC prostokata
reprezentuje A’.
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Dopetnienie zbioru
Przyktad 2.14.
Dopetnieniem zbioru {1, 2} w zbiorze {1, 2, 3, 4} jest zbior {3, 4}.
Przyktad 2.15.

Dopetnieniem zbioru liczb naturalnych parzystych w zbiorze liczb
naturalnych jest zbior liczb naturalnych nieparzystych.

Przyktad 2.16.

Dopetnieniem zbioru wszystkich kognitywistow w zbiorze (wszyst-
kich) ludzi jest zbior tych wszystkich ludzi, ktorzy nie sg kognitywistami.

Przyklad 2.17.

Dopetnieniem zbioru wszystkich mezczyzn majgcych ponad 15 m
wzrostu w zbiorze ludzi jest zbior wszystkich ludzi.

Przyktad 2.18.

Dopetnieniem zbioru wszystkich ludzi w zbiorze wszystkich ludzi
jest zbior pusty.
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Wybrane prawa rachunku zbiorow

Twierdzenie 2.1. Niech U bedzie danym uniwersum i niech A — U oraz
B c U. Zachodzg nastepujgce rownosci:

(a) (AuB)=A"nFB,
(b) (AnB)=A"UB.
Uzasadnienie rownosci (a) metodg diagramow Venna:

(A v B) A NB

Komentarz: kolorem szarym oznaczono rozwazany (kazdorazowo) zbior.
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Wybrane prawa rachunku zbiorow

Uzasadnienie rownosci (b): (A n B) = A’ U B' metodg diagramow Ven-
na:
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Wybrane prawa rachunku zbiorow

Twierdzenie 2.1*. Dla dowolnych zbiorow A, B, C zachodzg nastepujgce
rownosci:

(a) A\(BuC)=(A\B)n (A\C),

(b) A\(BNnC)=(A\B)uU (A\ C).
Uzasadnienie rownosci (b) metodg diagramow Venna:

Lfcalalks

(A\B) U (A\ C)
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Wybrane prawa rachunku zbiorow

Twierdzenie 2.2. Dla dowolnych podzbiorow A, B, C ustalonego uniwer-
sum U zachodzg nastepujgce rownosci:

(a) AuB=BUA, (@) AnB=BnNA,

(b) Au(BuC)= (b*) An(BnNC)=
=(Au B)u C, =(An B)n C,

(c) Au(BnC)= (c’) An(BuOC)=
=(AuB)n (Au C), =(AnB)u (An C),

(d) Au P =A, d*) And=0,

€e) AuU=U, €*) AnU=A.
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Wybrane prawa rachunku zbiorow
Nie wszystkie prawa rachunku zbiorow majg posta¢ rownosci. Oto
przyktady:
Twierdzenie 2.3. Niech A, B beda podzbiorami danego uniwersum U.
Wowczas jesSliAn B = J,t0 AcCB.
Uzasadnienie metodg diagramow Venna:
U.

Kolorem szarym oznaczono B’ ; kreska - wskazuje na pustosc¢ obszaru.
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Wybrane prawa rachunku zbiorow
Twierdzenie24. Ac Bwtw A\B=(.

Twierdzenie 2.5. Dla dowolnych zbiorow A i B nastepujgce warunki sg
rownowazne:

(@) AcB,
(b) Au B =B,
) AnNB=A.
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Para uporzgdkowana

Zbior dwuelementowy, ktérego elementami sg obiekty x i y, moze-
my scharakteryzowac zarowno jako {x, y}, jak i jako {y, x}. Innymi stowy,
kolejnosc¢, w jakiej wypiszemy nazwy elementow nie gra roli, albowiem

{x, y} =1y, x}.
Gdy chcemy scharakteryzowac pary uporzadkowane, tj. mowigc ogol-
nie, zbiory dwuelementowe, w ktorych ,kolejnosC¢ wystepowania ele-
mentow jest istotna”, musimy to zrobiC w taki sposob, aby spetniony byt
nastepujgcy warunek:

(WPU) <X, y>=<U, W>WIW X=UAY=W.

Warunek (WPU) nie jest definicjg, ale kryterium adekwatnosci definicji!

Definicja 2.6. (para uporzgdkowana)

Parg uporzgdkowang <x, y> nazywamy zbior {{x}, {x, y}}.

Obserwacja: <Zygfryd, Berta> # <Berta, Zygfryd>
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lloczyn kartezjanski

Definicja 2.7. (n-tka uporzadkowana; n > 2)

(a) <x1, X2> = {{X1}, {X1, X2}},

(b) <X1, X25 ) Xn+1> = <<X15 X2a e Xn>, Xn+1>-

Uwaga: Podane definicje nie wymagajg, aby elementy byly rézne: moga
one bycC rozne, ale nie muszg. Przyktadowo, <1, 1> jest parg uporzad-
kowang (nawiasem mowigc, <1, 1> = {{1}, {1, 1}} = {{1}}).

Definicja 2.8. (iloczyn kartezjanski; inaczej produkt kartezjanski)

lloczynem kartezjanskim zbiorow A i B nazywamy zbior.

AxB={<x,y>: xe Any e B}

Przyktad 2.19.  Niech A ={1, 2} oraz B = {3, 4}. Wowczas:
Ax B={<1, 3> <1,4> <2, 3>, <2, 4>}.
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lloczyn kartezjanski
Przyktad 2.20. Niech A = {Jas} oraz B = {Matgosia, Zosia}.
A x B = {<Jas, Malgosia>, <Jas, Zosia>}.
Przyktad 2.21. Niech A={1, 2} oraz B = {1, 2}.
AxB={<1,1> <1, 2>, <2,1>, <2, 2>}.

Definicja 2.9. (iloczyn kartezjanski n zbiorow; n > 2) lloczynem kartezjan-
Skim zbiorow A4, Ao, ...., A, (n > 2) nazywamy zbior.

A x Ao x ... xAp={<Xq, X2, ..., Xp®> . X1 € AfAX2€ Ao A ... A Xy € A}
Definicja 2.10. (n-ta potega kartezjanska zbioru; n > 1):
(@) A=A
(b) A= AxAx..xA

| |
n razy
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Pojecie relacji mozemy zdefiniowa¢ za pomocg pojecia iloczynu karte-
zjanskiego; relacje w danym zbiorze mozemy zdefiniowac jako podzbio-
ry poteg kartezjanskich tego zbioru. Ale o tym za tydzien.
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