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Wprowadzenie

Na tym wyktadzie przyjmuje terminologie i notacje wprowadzong na wy-
ktadzie poprzednim. Mowigc o formutach, mam na mysli formuty KRZ, jednak-
ze — z uwagi na potrzebe unikniecia pewnych komplikacji — nie wszystkie. Nie
bede tu rozwazat formut, w ktdérych wystepuje spojnik rownowaznosci <>. [Nie
jest to zresztg ograniczenie istotne, jako ze formute postaci (A <> B) mozna
uwazac za skrot formuty postaci (A - B) A (B — A))]. Pojecie wartosciowania
zawsze rozumiem w sensie definicji 4.5 z poprzedniego wyktadu, z pominie-
ciem warunku dla rownowaznosci <.

Metoda tabel analitycznych jest motywowang semantycznie metodg do-
wodowg. Jako metoda dowodowa nalezy ona jednak do sktadni: proponowane
sg pewne syntaktyczne reguty przeksztatcania wyrazen, natomiast przeksztat-
cenie ,zakonczone i udane” uwaza sie za dowod formuty. Mozna pokazac na
metapoziomie, ze dowody majg tylko tautologie KRZ, tak wiec zbudowanie
dowodu formuty jest rownoznaczne z wykazaniem, ze formuta ta jest tautologia
KRZ. Dowody majg postac drzew, co zostanie zilustrowane przyktadami, a na-
stepnie opisane w sposob w miare scisty.



Uwaga terminologiczna: Metoda tabel analitycznych jest tez znana pod nastepuja-
cymi nazwami: metoda drzew semantycznych, metoda tablic analitycznych,
metoda tablic semantycznych, metoda tablic Smullyana.

Intuicyjny opis metody

Dla utatwienia wprowadza sie dwa oznaczenia prawdziwosciowe, T
(od angielskiego True, prawdziwy) i F (od angielskiego False, fatszywy).

Z podobnego powodu wprowadza sie tzw. formuty sygnowane.

Definicja 9.1.  (formuty sygnowane)

(i) Jezeli A jest formutg, to TA i FA sg formutami sygnowanymi.
(i) Nie ma zadnych innych formut sygnowanych poza tymi, ktore
mozna utworzy¢ przy pomocy warunku (i).

Zauwazmy, ze formut sygnowanych nie mozna ani tgczy¢ spojnika-
mi —, A, v, ani negowac za pomocg spojnika —.




Intuicyjny opis metody: requty

Reguly sg oparte na szeregu faktow semantycznych. Wyliczymy je
po kolei (nawiasem mowigc, uzycie stowa ,fakt” jest tutaj chwytem reto-
rycznym: sg to proste wnioski z definicji podanych na poprzednim wy-
ktadzie).

Fakt 5.1. Dla kazdego wartosciowania v: jesli v(—A) = 1, to v(A) = 0.

Fakt 5.2. Dla kazdego wartosciowania v: jesli v(—A) = 0, to v(A) = 1.

Wprowadzamy nastepujgce reguty przeksztatcania formut sygno-
wanych:

r_; r_:
T=A F-A

FA TA

Przyktad 5.1. Od T=(p A @) mozemy przejs¢ do F(p A q).
Przyktad 5.2. Od F=(p A @) mozemy przejs¢ do T(p A q).



Intuicyjny opis metody: requty
Fakt 5.3.
Dla kazdego wartosciowania v: jesli v(A A B) =1, to: v(A) =1 oraz v(B) = 1.

Fakt 5.4.
Dla kazdego wartosciowania v: jesli v(A A B) =0, to: v(A) =0 lub v(B) = 0.

MA- 2.
T(A A B) F(A A B)
TA FA|FB
TB

Uwaga: Kreska pozioma | ma nastepujgce znaczenie intuicyjne: zachodzi FA
lub zachodzi FB. Gdy stosujemy regute z kreskg | w nastepniku, tabela ulega
rozgatezieniu. Reguty takie nazywamy rozgateziajgcymi (ang. branching rules).



Intuicyjny opis metody

Przyk’rad 5.3. 1 T_I(p A q)

2F(p~q) (1)
3Fp (2) 4Fq (2)

Numer w nawiasie po prawej stronie wskazuje, z jakiej formuty dana for-
muta zostata otrzymana. Numery te umieszczamy dla wygody; nie sg one ele-
mentami tabel. Podobnie numery po lewej stronie formut nie sg elementami
tabel.

Przyktad 5.4.

1F=(p A Q)
2T(pAq) (1)
3Tp (2)
4Tq (2)



Intuicyjny opis metody

Fakt 5.5.
Dla kazdego wartosciowania v: jesliv(A v B) =1, to: v(A) =1 lub v(B) = 1.

Fakt 5.6.
Dla kazdego wartosciowania v: jesli v(A v B) = 0, to: v(A) = 0 oraz v(B) = 0.

. r2,:
T(A v B) F(Av B)

TA|TB FA
FB




Intuicyjny opis metody: requty
Fakt5.7.
Dla kazdego wartosSciowania v: jesliv(A - B) =1, to: v(A) =0 lub v(B) = 1.

Fakt 5.8.
Dla kazdego wartosciowania v:. jesli v(A - B) = 0, to: v(A) =1 oraz v(B) = 0.

M_,: r_,.:
T(A - B) F(A > B)

FA|TB TA
FB




r_.

r_.

1

T-A F-A
FA TA
. r2,:
T(A v B) F(A v B)
TA|TB FA

FB

MA-

T(A A B)

TA
1B

M_,:

T(A - B)

FA|TB

Zestawienie requt

M2,

F(A A B)
FA|FB

r_,.:

F(A - B)

TA
FB




Intuicyjny opis metody: przyktady
Zanalizujmy teraz formute: (p > q) Ap - q.
Analize rozpoczynamy od poprzedzenia analizowanej formuty zna-
kiem F, czyli utworzenia nastepujgcej formuty sygnowane;j:

F(lp = q) Ap—Qq).
Teraz przeksztatcamy powyzszg formute stosujgc reguty. Otrzymujemy
nastepujgcy tabele analityczna:

1T Fl(p—>q)Ap—q)
2 T((p—>q)Ap) (1)
3 Fg (1)
4 T(p—>Qq) (2)
5 Tp (2)
6 Fp 4) 7Tq (4)
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Intuicyjny opis metody: przyktady
Tabela ta ma dwie gatezie:

1T Fllp—>ag)Ap—q) 1 Fl(p>q)Ap— Q)
2 T((p—>q)Ap) (1) 2 T((p > q) Ap) (1)
3 Fgq (1) 3 Fg (1)

4 T(p—>q) 2 4 T(p>q) ©2)

5 Tp (2) 5 Tp (2)

6 Fp (4) 7Tq (4)

Zauwazmy, ze na kazdej gatezi wystepuje para sprzecznych formut
sygnowanych: TB, FB, gdzie B jest formutg KRZ. Z drugiej strony, ana-
lizowana formuta (p = q) A p = q jest tautologig KRZ.
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Intuicyjny opis metody: przyktady

Teraz zanalizujmy formute: (p —» g) A p > —q. Nie jest ona tautolo-
gig KRZ. Budujemy tabele analityczng dla tej formuty:

1F((p—=>q) Ap—>—Qq)
2T((p—>q)Ap) ()

3 F=q (1)
4T(p—>q) 2
5Tp (2)
6Fp (49  7Tq (¢

Na lewej gatezi wystepuje para: Tp, Fp. Jednakze na prawej gatezi
nie ma zadnej pary sprzecznych formut sygnowanych, tj. zadnej pary
1B, FB.

Zauwazmy przy okazji, ze gdy v(p) = 1 oraz v(q) = 1, analizowana
formuta ma wartosc 0.
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Intuicyjny opis metody: przyktady

Zanalizujmy teraz formute (o > q) A g = p. Rowniez ta formuta nie jest
tautologig KRZ. Dla uproszczenia pominiemy numerowanie.

F(lp > q)Aq—>p)
T((p—>Qq) A Q)
Fp
T(p—q)
Tq
Fp Tq
W tym przypadku na zadnej gatezi nie wystepuje para sprzecznych
formut sygnowanych.

Mozna tatwo pokazac, ze formuta (p - q) A g > p przyjmuje war-
tos¢ 0 przy kazdym wartosciowaniu v takim, ze v(p) =0 oraz v(q) =1. Z

drugiej strony, fakt ten mozna ,odczytac” z powyzszej tabeli analitycz-
nej.
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Intuicyjny opis metody: przyktady

Zanalizujmy teraz formuty pAqg—> porazp - p v q.

FloAnq—p) Flo—>pvaQq)
T(pAQ) Tp
Fp F(ov Q)
Tp Fp
Tq Fq

Poniewaz nie stosowaliSmy regut rozgateziajgcych (nie byto takiej
potrzeby ani mozliwosci), kazda z powyzszych tabel ma tylko jedng ga-
lgz. Jednoczesnie na gatezi tej wystepuje para sprzecznych formut sy-

gnowanych. Z drugiej strony, obie analizowane formuty sg tautologiami
KRZ.

14



F(p A q—p)
T(pAQ)

Intuicyjny opis metody

Mozna zapytac: czy zawsze jest tak, ze gdy na wszystkich gateziach tabeli

analitycznej dla formuty wystepujg sprzeczne formuty sygnowane (ij. formuty
postaci: TB, FB)), to analizowana formuta jest tautologig KRZ? Odpowiedz na

to pytanie jest twierdzgca. Poniewaz nie zdefiniowaliSmy jeszcze pojecia tabe-
li analitycznej, jest za wczesnie, aby to udowodni¢. Mozna jednak na przykia-
dach wyjasnic, dlaczego tak jest. Wezmy:

1. istnieje wartoSciowanie v takie, ze v(p A @ — p) = 0]
2. z (1) otrzymujemy v(p A q) = 1]

3. a ponadto z (1) dostajemy v(p) = 0]

4. jednakze z (2) otrzymujemy v(p) = 1]

4’. a ponadto v(q) =1, co zresztg jest nieistotne]

5. z (4) dostajemy:. —(v(p) = 0)]

zatem (1) prowadzi nas do sprzecznosci

([6. tak wiec nie ma takiego wartoSciowania v, przy
ktorym v(p A @ = p) = 0, czyli analizowana formuta jest

tautologig]
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Intuicyjny opis metody

W przypadku tabel analitycznych o wielu gateziach sytuacja jest podobna.
Wezmy:

Fl(lp > q9)Ap—>Qq) [1. istnieje wartosciowanie v takie, ze
vile > q)Ap—q)=0]

T((p—>q)APp) 2.z (1) dostajemy v((p > q) A p) = 1]
Fq 3. z (1) dostajemy v(q) = 0]
T(p—> Q) 4.z (2) mamy v(p - q) = 1]
Tp 5.z (2) mamy tez v(p) = 1)]
Fp | Tg 6. z (4) wnosimy, ze v(p) = 0 lub v(q) = 1]
[7°. zatdbzmy, ze v(p) = 0] [7”. zatozmy, ze v(q) = 1)
(8’. wowczas —v(p) = 1] [8”. wowczas —v(q) = 0]

sprzecznosc 8 z 5 sprzecznosc 8" z 3
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Intuicyjny opis metody

W obrebie metody tabel analitycznych dowodem formuty A nazy-
wamy takg tabele analityczng dla formuty sygnowanej FA, ze na kazde;
gatezi tej tabeli wystepuje co najmniej jedna para sprzecznych formut
sygnowanych, tj. co najmniej jedna para postaci FB, TB.

Jezeli formuta A ma (rozumiany w powyzszy sposob) dowdd, to
formuta A jest tautologig KRZ.

Co wiecej, kazda tautologia KRZ posiada (co najmniej jeden) taki
dowod.

Sa to wyjasnienia wstepne. Zanim sprecyzujemy odpowiednie poje-
cia, zwrocimy jeszcze uwage, ze niektore formuty (tautologie) moga
mieC wiele dowodow. Podobnie dla niektérych formut sygnowanych ist-
nieje wiele tabel analitycznych.
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Przyktad dowodu

Przyktad 5.5. Dowod formuty (p —» (g > r)) = ((p = q) = (p = r)) metoda
tabel analitycznych.

TF((p—=>(@—>nN)—>({(p—>q)—> (p—>1)))
2T(p—>(@—>1) (1)
3F((p—=>q)—> (p—>1) (1)

4 Fp (2) 5T(@—o 1) (2)
6 T(p— Q) (3) 8 T(pb — q) (3)
7F(p—>r)(3) 9 F(p—r) ((3)
10 Fp (6) 11 Tq (6) 16 Fqg (5) 17 Tr (5)
12 Tp (7) 14 Tp (7) 18 Fp(8) 19Tq@©) 20Fp @) 21Tq(8)
13 Fr(7) 15 Fr(7) 22Tp©) 24Tp© 26Tp©) 28Tp(©9)

23Fr© 25Fr© 27Fr© 29Fr©
Komentarz: Przyjeto zasade, ze rezultaty zastosowania reguty do (wystgpienia)
formuty powyzej punktu rozgatezienia (,wezta”) pojawiajg sie nizej na wszyst-
Kich gateziach ponizej punktu rozgatezienia.
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Przyktad dowodu
Przyktad 5.6. Alternatywny dowdd formuty (o = (g = ) = ((p > q) = (p = 1))
metodg tabel analitycznych. Dowdd zbudowano zgodnie z heurystykg ,stosuj
reguty rozgateziajgce najpozniej jak to mozliwe”.
1F((p>(@—>n)>({(p—>q9) > (p—>1))
2T(p—>(@—>n) ()
3F((p—>q) > (p—1)) (1)
4T(p—>q)(3)
5F(p—>1)(3)
6 Tp (5)
7 Fr(5)
8 Fp (2) 9T(@—1) (2)
10 Fp (4) 1 Tq (4)
12Fq o 13Tr© 14Fqo 15Tr ()

Komentarz: Tym razem nie przyjeto zasady z poprzedniego przyktadu (wynik
zastosowania reguty do formuty sygnowanej 4 nie pojawia sie na lewej gatezi).
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Diagram
dowodu

Flp>(@—>1n)—>({(p—>q)—>((pP—>1))
T(p—> !q — 1))
F((lp—q) |—> (p— 1))
T(p |—> q)
F(p |—> )

20



Diagram
dowodu
Fllp>(@—>nN)—>{(p—>q)—>((P—>1))
T(p—>(@—>1)
F(lp—>q)—> (p—>1)
T(p —q)

F(p — 1))
Tp
Fr

Fp T(@—>r)

W miare potrzeby taki uproszczony diagram mozna uzupetni¢ o in-
formacje dotyczgce ,genezy” odpowiednich formut sygnowanych.
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Warto wiedziec...
Komentarze w sprawie praktycznego stosowania metody: zapraszam na wyktad :)

Quiz 1: Jak budowa¢ dowody formut o schemacie A<« B ?
Nalezy zbudowac dwie tabele, dla A — B, oraz dla B —» A.

Quiz 2: Czy przedstawiona metoda jest przydatna tylko dla rozwigzywania za-
gadnien typu ,,Czy formuta A jest tautologig KRZ?”
Nie. Mozna za jej pomocg rozwigzywac rowniez zagadnienia
typu: ,Czy formuta B wynika logicznie na gruncie KRZ ze
skonczonego zbioru formut {A4, Ao, ..., A}?".
Przypomnijmy:

Twierdzenie 4.3. {A1, Az, ceey An} |= KRZ B wtw
formuta A1 A As A ... A A, > B jest tautologig KRZ.

Quiz 3: Dlaczego tabele analityczne sg analityczne?
Poniewaz w miare stosowania regut eliminowane sg wystgpienia
spojnikow, a pojawiajgce sie (w zasiegu oznaczen prawdziwo-
sciowych) formuty sg podformutami formuty wyjsciowe,.

22



Tabele analityczne jako drzewa

W matematyce wprowadza sie czasami pojecie drzewa. Tabele analitycz-
ne mozna scisle zdefiniowac jako szczegdlnego rodzaju drzewa.

Zdefiniujemy tutaj (na jeden z mozliwych sposobow !) tylko pewne drzewa
szczegolnego rodzaju: tzw. uporzgdkowane drzewa binarne. Trzeba jednak
pamietac, ze oprocz (uporzadkowanych) drzew binarnych istniejg rowniez inne
drzewa w matematycznym sensie tego terminu (przy czym teoriomnogosciowe
pojecie drzewa nie jest identyczne z pojeciem drzewa wystepujgcym w teorii
grafow). Tabele analityczne dla KRZ okreslimy nastepnie jako drzewa spetnia-
jace podane warunki. Podana definicja nie bedzie w petni scista; jest jednak za
wczesnie, aby zachowywac wszelkie Wysokie Standardy.
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Drzewa

Definicja 5.1. Mianem binarnego drzewa nieuporzgdkowanego bedziemy na-
zywali dowolng trojke uporzgdkowang D = <Z, f, P>, gdzie Z jest niepustym
zbiorem, ktorego elementy nazywamy weztami, f jest funkcjg przyporzgdkowu-
Jjgca kazdemu elementowi x zbioru Z liczbe catkowitg dodatnig (wartoS¢ funkcji
f dla argumentu x bedziemy nazywacC poziomem x-a), natomiast P jest dwu-
cztonowg relacjg okreSlong na zbiorze Z (xPy czytamy ,x jest bezposrednim
poprzednikiem y” lub "y jest bezposrednim nastepnikiem x"), ktora spetnia na-
Stepujgce warunkKi:
a) istnieje doktadnie jeden wezet poziomu 1; wezet ten bedziemy
nazywac korzeniem drzewa;
b) kazdy wezet nie bedgcy korzeniem ma doktadnie jeden
bezposredni poprzednik;
c) kazdy wezet ma co najwyzej dwa bezpoSrednie nastepniki;
d) dla dowolnych elementow x, y zbioru Z: jesli y jest bezposrednim
nastepnikiem x, to f(y)=f(x)+1.
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Drzewa

Definicja 5.2. Prostym weztem bedziemy nazywac wezef, ktéry ma doktadnie je-
den bezpoSredni nastepnik, a weztem rozgatezionym - wezet posiadajgcy dwa
bezposrednie nastepniki. Wezet, ktory nie ma zadnych bezposSrednich nastep-
nikow nazywamy lisciem.

Definicja 5.3. Przez gatgz binarnego drzewa nieuporzgdkowanego bedziemy
rozumiec niepusty cigg weztow, ktorego pierwszym elementem jest korzen,
kazdy kolejny element jest bezpoSrednim nastepnikiem poprzedniego i ostatni
element ciggu — jesli takowy istnieje - jest lisciem.

Definicja 5.4. Mianem binarnego drzewa uporzgdkowanego bedziemy nazywali
pare uporzgdkowang D = <D, h> takg, ze D jest binarnym drzewem nieupo-
rzgdkowanym, a h jest funkcjg, ktora przyporzgdkowuje kazdemu weztowi roz-
gatezionemu x drzewa D cigg dwuelementowy h(x), nie zawierajgcy powto-
rzen, ktorego wyrazami sg bezpoSrednie nastepniki x-a, hazywane odpowied-
nio prawym i lewym. Weztami i gateziami drzewa uporzgdkowanego <D, h> sg
wezty | gatezie drzewa D.
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Tabele analityczne jako drzewa

Pod pojeciem regut rozumiem dalej reguty wprowadzone wczesniej na tym

wyktadzie, tj.: ri_, ro_, r,, 2., 1, r2, ", r2_,. Pewne z nich sg regutami rozgate-
Ziajacymi, a pewne nie.

r_.

. r2_. M- 2.
T-A F—A T(A A B) F(A A B)
FA TA TA FA|FB
B
M1, . .. M_,: r_,.:
T(A v B) F(A v B) T(A - B) F(A > B)
TA|TB FA FA|TB TA

FB FB
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Definicja 9.5. Tabelg analityczng dla formuty A jest dowolne binarne drzewo
uporzgdkowane, ktorego weztami sg wystgpienia formut sygnowanych, kon-
struowane nastepujgco:

1. Rozpoczynamy konstrukcje od budowy 71-elementowego drzewa, ktorego
Jedynym weztem jest formuta sygnowana FA; drzewo to jest tabelg analityczng
dla A.

2. Niech A bedzie juz skonstruowang tabelg dla A, niech g bedzie gafezig
drzewa A i niech ® bedzie ostatnim wyrazem g. Wowczas drzewo (uporzgd-
kowane) powstajgce z A poprzez.
(a) wprowadzenie, jako bezpoSredniego nastepnika ®, formuty sygnowa-
nej, ktorg mozna otrzymac poprzez zastosowanie requty nierozgateziajgcef
do pewnej formuty sygnowanej bedgcej wyrazem g, lub
(b) wprowadzenie, jako bezposrednich nastepnikow ® (odpowiednio, pra-
wego i lewego), formut sygnowanych, ktére mozna otrzymac poprzez za-
stosowanie reguty rozgateziajgcej do pewnej formuty bedgcej wyrazem g
Jest tabelg analityczng dla formuty A.
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Komentarz: Podana definicja nie jest precyzyjna, i to z wielu powodow. Aby jg uscislic, naleza-
toby zdefiniowaC m.in. pojecia: ,wprowadzenia jako nastepnika” oraz ,zastosowania reguty”. Z
oczywistych wzgleddw nie pojde tu jednak tak daleko :)

Gatezie tabeli analitycznej mozemy teraz utozsamiC z gateziami odpo-
wiedniego drzewa.

Definicja 5.6. Gafgz g tabeli analitycznej nazywamy zamknietg wiw istnieje taka
formuta B, ze wystgpienia formut sygnowanych FB, TB sg wyrazami gafezi g;
w przeciwnym przypadku mowimy, ze gatgz g jest otwarta.

Teraz mozemy uscisli¢ pojecie dowodu:

Definicja 5.7. Dowodem formuty A jest dowolna tabela analityczna dla formuty A
taka, ze kazda gatgz tej tabeli jest zamknieta.

Prawdziwe jest:
Twierdzenie 5.1. Jesli formuta A posiada dowod, to formuta A jest tautologig KRZ.

Dowod: Wystarczy wykazac, ze jesli A nie jest tautologig KRZ, to A nie posia-
da zadnego dowodu.
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Wprowadzmy pewne pojecie pomocnicze.

Mowimy, ze wartosciowanie v jest zgodne z formulg sygnowang postaci
FC (formutg sygnowang postaci TC) wtw v(C) =0 (v(C) = 1). Mamy:

(I): Jesli formuta sygnowana Y powstaje z formuty sygnowanej ® poprzez
zastosowanie requty nierozgateziajgcef oraz wartoSciowanie v jest zgodne
z O, to v jest zgodne z V.

(I): Jesli formuty sygnowane Y., ¥, powstajg z formuty sygnowanej ® po-
przez zastosowanie reguty rozgateziajgcej oraz wartosciowanie v jest zgod-
ne z ®©, to v Jest zgodne z ¥, lub v jest zgodne z V.

Zatozmy, ze formuta A nie jest tautologig. Wowczas istnieje wartosciowanie
zgodne z FA. Niech v bedzie wartosciowaniem zgodnym z FA. Przypuscmy,
ze A ma dowod. Z uwagi na zaleznosci () i (ll) jest oczywiste, ze istnieje wow-
czas co najmniej jedna gatgz tego dowodu taka, ze wartosciowanie v jest
zgodne z wszystkimi formutami sygnowanymi wystepujgcymi na tej gatezi.
Niech g bedzie takg gatezig rozwazanego dowodu. Poniewaz mamy do czy-
nienia z dowodem, kazda jego gatgz jest zamknieta, a zatem rowniez gatgz g.
Skoro g jest gatezig zamknietg, to istnieje (co najmniej jedna) formuta B taka,
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ze na gatezi g wystepujg formuty sygnowane FB oraz TB. Wartosciowanie v
jest zgodne z wszystkimi formutami sygnowanymi wystepujgcymi na gatezi g.
Wnosimy stad, ze v(B) = 1 oraz v(B) = 0. Skoro jednak v jest wartosciowa-
niem, taka sytuacja jest wykluczona. Otrzymalismy zatem sprzecznosc¢. Tak
wiec jesli formuta A nie jest tautologig, to nie ma dowodu.

Wynika stad, ze gdy formuta A ma dowaod, to jest ona tautologig. Co nale-
zato udowodnic :)

Prawdziwe jest takze nastepujgce twierdzenie o petnosci:
Twierdzenie 5.2. Jezeli formuta jest tautologiag KRZ, to ma ona dowdd.

Dowad twierdzenia 5.2: przyjdzie z czasem :)
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Ujecie prezentowane na wykfadzie rozni sie paroma szczegotami od wy-
stepujgcych w powyzszych pozycjach.

Metody tabelowe/tablicowe/drzew semantycznych to jedne z najczesciej
stosowanych metod dowodowych w logice wspotczesne,.
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