Andrzej WisniewskKi
Logika |
Materiaty do wyktadu dla studentow kognitywistyki

Wyktad 6. Reguly inferencyjne systemu aksjomatycznego
Klasycznego Rachunku Zdan



System aksjomatyczny logiki

Budujgc logike w postaci systemu aksjomatycznego, musimy
scharakteryzowac:

1) jezyk sformalizowany, w ktérym wyrazone beda prawa interesu-
jacej nas logiki, oraz wyrazenia tego jezyka, ktore uwazamy za po-
prawnie zbudowane; takie wyrazenia nazwiemy zwykle formutami
jezyka rozwazanej logiki,

2) reguty inferencyjne, ktore mowig nam, jak mozemy wyprowadzac
formuty z formult,

3) zbior aksjomatow budowanej logiki.
Jezyk KRZ oraz pojecie formuty jezyka KRZ (dalej krotko: formuty) zo-

staty scharakteryzowane na wyktadzie 4. Zajmijmy sie teraz regutami
inferencyjnymi.

Uwaga: Istnieje wiele systemow aksjomatycznych KRZ. Na poczatek zajmiemy
sie jednym z nich. Reguty inferencyjne bedg regutami tego wiasnie systemu.



Reguta odrywania

Reguta odrywania: Z dwoch formut, z ktérych pierwsza ma postac im-
plikacji A — B, a druga jest poprzednikiem tej implikacji, tj. formutg A,
wolno wyprowadzi¢ formute B, tj. nastepnik rozwazanej implikacji.

Schematycznie zapisujemy regute odrywania nastepujgco:

A—>B
A

B

Zamiast ,reguta odrywania” piszemy krotko RO.




Reguta odrywania

Przyktad 6.1.

1.(b—=>(Qq@—>p)—>(p—>q) — (pb—p))
2.p—>(q@—>p)
3.(p—>q)—> (p—>p) [1, 2: RO]

Przyktad 6.2.

T.lp>q)>{(g—>nN->(pP—>1)

2.p—>q

3.9—>r

4.(qq—->nN->pP-r) [1, 2: RO]
5. p—>r [4, 3: RO]



Reguta odrywania

Twierdzenie 6.1. (semantyczne twierdzenie o odrywaniu) Jezeli formuta

postaci A — B jest tautologia KRZ oraz formuta A jest tautologia KRZ,
to formuta B jest tautologiag KRZ.

Dowod: Zapraszam na wyktad :)

Widzimy zatem, ze reguta odrywania zastosowana do przestanek
bedacych tautologiami prowadzi do wniosku bedacego tautologia.

Nie znaczy to oczywiscie, ze RO wolno stosowac tylko do przesta-
nek bedacych tautologiami. W przyktadzie 6.1 obie przestanki byty tau-
tologiami, natomiast w przyktadzie 6.2 tylko pierwsza przestanka byta
tautologia.



Reguta podstawiania

Uwaga: W ,oficjalnym” zapisie zmiennymi zdaniowymi sg napisy: p1, P2, P3, ... .
Zmienne zdaniowe nalezg do alfabetu jezyka KRZ. Piszac p;, p;, p«, etc., prze-
chodzimy natomiast na poziom metajezyka; wyrazenia takie sg w istocie meta-
jezykowymi zmiennymi, ktoérych wartosciami sg zmienne zdaniowe jezyka
KRZ.

Reguta podstawiania: Z formuty A wolno wyprowadzi¢ formute powsta-
jaca z A poprzez zastgpienie zmiennej zdaniowej p; (na kazdym miej-
scu, gdzie wystepuje ona w A) formutg B.

Tego rodzaju ,konsekwentne zastepowanie” zmiennej zdaniowej p; w
formule A formutg B nazywamy podstawianiem formuty B za zmienng p;
w formule A.

Zamiast ,reguta podstawiania” piszemy krotko RP.




Przyktad 6.3.

1. (p1 = (P2 — p1))
2. ((p2 A p1) = (P2 = (P2 A Pp1)))

Przykiad 6.3.*
1.p—>(q@—p)
2.9Ap—>(@—>qAPp)
Przyktad 6.4.

1.p—>(q@—>p)
2.p—>(p—>p)

Reguta podstawiania

[1 RP: p1/(p2 A p1)]

[1 RP: p/g A p]

[1 RP: qg/p]



Operacja podstawiania

Aby sformutowac regute podstawiania z wiekszym stopniem precyzji,
musimy najpierw zdefiniowacC operacje podstawiania formuty za zmien-
ng w formule. Definicja tego pojecia jest indukcyjna.

Napis A[p; /B] skraca wyrazenie ,wynik podstawienia formuty B za
zmienng p; w formule A”.

Najprostsze formuty to zmienne zdaniowe. Mamy:
 pLgdyizk
(1) pdpi/B] =
B, gdy i = k.

Komentarz: gdy podstawiamy B za zmienng w formule bedacej wfasnie tg
zmienng, otrzymujemy B; w przeciwnym przypadku wynik podstawienia bedzie
po prostu wyjsciowg zmienna.



Operacja podstawiania

Przyktad 6.9.

p1lp2/(p3 A P4)] = p
jakozei#k, tj. 2= 1.

p1lp1/(p3 A pa)] = (P3 A P4)
poniewaz i =k, {j. 1 = 1.

Przyktad 6.5.*
plg/(rA s)]=p
plp/(r A 8)] =(ras)

Komentarz: W definicji dopuszczamy “paradoksalny” przypadek podstawiania
za zmienng ,nieobecng’, poniewaz chcemy, aby wynik podstawiania byt zaw-
sze okreslony (w tym ,paradoksalnym” przypadku wynik jest po prostu iden-
tyczny z wyjsciowg zmienng).



Operacja podstawiania

(2) Jezeli A ma postac —C, to A[p;/B] = —=C[p;/B].

Przyktad 6.6. Niech A bedzie formutg —p. Wowczas C = p. Niech B bedzie formu-
ta (r A s). Mamy:

—p[p/(r A 8)] = =(r A S)
jako ze p[p/(r A 8)] = (r A S).

(3) Jezeli A ma postac (C — D), to A[p;/B] = (C[p;/B] — D|p;/B]).
Przyktad 6.7. Niech A = (p > (@ > p)). Wowczas C = p oraz D = (q - p). Niech
B = —p. Mamy:

(p = (@ — p))lp/—p] =
= (plp/—p] = (q = p)lp/—p]) =
= (plp/—=p] = (qlp/—=pP] = plp/—p)) =
= (=P = (g > —p))



Operacja podstawiania

(4) Jezeli A ma postac (C A D), to A[p;/B] = (C[pi/B] A D[p;/B]).
(5) Jezeli A ma postac (C v D), to A[p;/B] = (C[p;/B] v D|p;/B]).
(6) Jezeli A ma postac (C <> D), to Alp;/B] = (C[pi/B] <> D|[pi/B]).

Uwaga dla purystow: Gdy méwimy o jakim$ przedmiocie, musimy uzy¢ jego nazwy, a
nie samego tego przedmiotu. Zasada ta dotyczy wszelkich przedmiotow, w tym rowniez
przedmiotow bedacych wyrazeniami. Gdy moéwimy (w metajezyku) o wyrazeniach pew-
nego jezyka przedmiotowego, musimy dysponowac zarowno metodg tworzenia nazw
konkretnych wyrazen tego jezyka, jak i tworzenia nazw dla klas wyrazen posiadajgcych
te samg forme. Do tego ostatniego celu stuzg (w logice) tzw. rézki Quine’a, majgce po-
sta¢ T 1. Przyktadowo, napis "(C A D)!jest nazwg dowolnego wyrazenia zbudowanego
nastepujgco: lewy nawias — formuta — znak koniunkcji - formuta — prawy nawias. Uzy-
wajac znakéw T 1, mozemy okresli¢ operacje podstawiania w sposob zupetnie $cisty.
Przyktadowo, odpowiednikiem warunku (4) bedzie:

(4%) JezeliA=T(C A D)', to Alp;/B] = "(CIp;/B] A D[p:/B])"
Dla celow tego wyktadu taki stopien scistosci nie jest jednak niezbedny.



Reguta podstawiania

Mozemy teraz zapisac regute podstawiania nastepujgco:
A

Alpi /B]

Prawdziwe jest:

Twierdzenie 6.2. (semantyczne twierdzenie o podstawianiu) Jezeli formuta
A jest tautologig KRZ, to formuta A[p; /B] jest tautologiq KRZ.

Dowdd: Zapraszam na wyktad :)

Tak wiec stosujgc regute podstawiania do tautologii, otrzymujemy
tautologie.



Uwagi o podstawianiu

Reguta podstawiania jest regutg inferencyjng, ktorej stosowanie do
tautologii nigdy nie wyprowadzi nas poza zbior tautologii. Nie jest ona
natomiast regutg, ktorej stosowanie gwarantuje wynikanie logiczne
whniosku z przestanki. Oto prosty przyktad:

1.p
2.Q [1 RP: p/q]

Wezmy teraz wartosciowanie v takie, ze v(p) = 1 oraz v(q) = 0. Jest
oczywiste, ze formuta g nie wynika logicznie na gruncie KRZ z formuty
p.

Gwarancja przechodzenia od tautologii do tautologii jest jednak do-

ktadnie tym, czego potrzebujemy w konstrukcji systemu aksjomatycz-
nego Klasycznego Rachunku Zdan.



Uwagi o podstawianiu

Rozwazmy teraz nastepujacy przyktad dwukrotnego stosowania reguty
RP:

1.(0—>q) > (=9 > —p)

2.(r->q)—> (—q——n [1 RP: p/r]

3.(r—>s8)—> (—s— -r) [2 RP: q/s]

Jest oczywiste, ze taki sam wynik uzyskamy poprzez rownoczesne
podstawienie r za p oraz s za g w formule (1):

1.(p—>q) > (=q > —p)

3*.(r—> 8) > (—=s—> —r) [1 RP: plr, q/s]

oraz ze przejscie od (1) do (3*) mozemy zawsze “rozbudowac” tak, ze
stosowana jest RP w jej sformutowanej wyzej postaci.



Uwagi o podstawianiu

W przypadku ,rownoczesnego podstawiania” nalezy jednak zachowac
nalezytg starannos¢ w sytuacji, gdy zmienne, za ktore podstawiamy,
wystepujg tez w formutach, ktoére sg podstawiane. Przyktadowo, wyni-
kKiem rownoczesnego podstawienia w formule:

1.p—>(q@—>p)

za zmienng p formuty (p — @), a za zmienng q formuty p bedzie oczy-
wiscie:

2.(p—>q)—>(P—>(p—0q)

a nie:

25 (p—>p)—>P—->(P—>p)



