Andrzej WisniewskKi
Logika |
Materiaty do wyktadu dla studentow kognitywistyki

Wyktad 10. Twierdzenie o petnosci
systemu aksjomatycznego KRZ



Tezy KRZ

Pewien system aksjomatyczny KRZ zostat przedstawiony na
wyktadzie 7; mowigc dalej o systemie aksjomatycznym KRZ, bede miat
na mysli wlasnie ten system (chociaz istniejg i inne). Podobnie méwigc
o aksjomatach KRZ, bede miat na mysli aksjomaty tego systemu. Przy-
pomnijmy teraz pojecie tezy KRZ.

Formufe A nazywamy tezg KRZ wtw formuta A jest aksjomatem KRZ
lub formuta A ma co najmniej jeden dowod w oparciu o aksjomaty KRZ.

Dla spostrzegawczych: Cigg jednowyrazowy <A>, gdzie A jest aksjomatem, ma wszel-
kie znamiona dowodu formuty A w oparciu o aksjomaty. Tak wiec w definicji tezy wy-
starczytoby sformutowanie ,ma co najmniej jeden dowdd w oparciu o aksjomaty”.

Do zbioru wszystkich tez KRZ nalezg zatem aksjomaty KRZ
oraz te formuty, ktore nie sg co prawda aksjomatami, ale majg co naj-
mniej jeden dowod w oparciu o aksjomaty. Moéwigc ogolnie, tezy KRZ to
prawa KRZ rozumiane syntaktycznie.




Tautologie KRZ. Zagadnienie petnosci systemu aksjomatycznego KRZ

Przypomnijmy teraz pojecie tautologii KRZ.

Formuta A jest tautologia KRZ wtw dla kazdego wartosciowania v za-
chodzi v(A) = 1.

Tautologie KRZ to prawa KRZ rozumiane semantycznie.

Na wyktadzie 7 udowodnilismy:
Twierdzenie 7.1. Kazda teza KRZ jest tautologig KRZ.

Powstaje jednak nastepujgce pytanie:
Czy kazda tautologia KRZ jest tezg KRZ?

Pytanie to wyraza zagadnienie petnosci systemu aksjomatycznego
KRZ. Odpowiedz na to pytanie jest twierdzgca. Pokazemy dalej, ze
prawdziwe jest:




Twierdzenie o pethosci

Twierdzenie 10.1. (o petnosci systemu aksjomatycznego KRZ):
Kazda tautologia KRZ jest tezg KRZ.

Komentarz: Twierdzenie powyzsze gtosi w istocie, ze kazda tautologia
KRZ jest aksjomatem lub ma dowdd w oparciu o aksjomaty. Zauwaz-
my, ze orzeka ono o nieskonczenie wielu formutach, albowiem tautolo-
gii KRZ jest (przeliczalnie) nieskonczenie wiele. Jesli tak, to twierdzenia
o0 petnosci nie mozna udowodni¢ ,konstruktywnie”, poprzez podanie
dowodow tych wszystkich tautologii, ktore nie sg aksjomatami.



Dowod twierdzenia o petnosci KRZ
W dowodzie Twierdzenia 10.1 skorzystamy z:

Twierdzenie 10.2. (syntaktyczne twierdzenie o odrywaniu): Jezeli formuta

postaci A — B jest tezg KRZ oraz formuta A jest tezg KRZ, to formuta B
Jest tezg KRZ.

Twierdzenie 10.3. (syntaktyczne twierdzenie o podstawianiu): Jezeli for-
muta A jest tezg KRZ, to formuta o postaci A[p; !/ B] jest tezg KRZ.

Lemat 10.1. Jezeli C jest alternatywg elementarng, w ktorej wystepuja:
Zzmienna pj oraz JeJ negacja, =i to istnieje formuta o postaci.
() (pyv=py)vD
taka, ze formuta o postaci.
(ii) (p,-j v —|p,-j) vD—C
Jest tezg KRZ.

Ponadto w dowodzie Twierdzenia 10.1 skorzystamy z kilku dal-
szych uprzednio ustalonych faktow.



Dowod twierdzenia o petnosci KRZ

Dowdd (twierdzenia o petnosci systemu aksjomatycznego KRZ):

Niech A bedzie dowolng ale ustalong tautologig KRZ. Poniewaz
zachodazi:
Twierdzenie 9.7. Kazda tautologia KRZ jest inferencyjnie réwnowazna
pewnej formule o koniunkcyjnej postaci normalnej, takiej, ze w kazdej
wchodzgcej w jej sktad alternatywie elementarnej co najmniej jedna
zmienna zdaniowa wystepuje zarowno ze znakiem negacji, jak i bez tego
znaku.

zatem istnieje formuta B taka, ze:

(i) A jest inferencyjnie rownowazna formule B, tj. formuta o postaci
A & Bjest tezg KRZ;

(i) B ma postac:
(*) CiACon...ACy,

gdzie Cy4, Cy, ..., C, (n > 1) sg alternatywami elementarnymi, przy czym
dla kazdego C (1 < k < n) istnieje zmienna, p;, taka, ze p; oraz —p;,

wystepujg w Cx.



Dowod twierdzenia o petnosci KRZ
Pokazemy teraz, ze formuta B jest tezg KRZ.

Rozwazmy alternatywe elementarng Cy, gdzie 1 < k < n. Na mocy
Lematu 10.1. istnieje formuta o postaci (gdzie p;, oraz —p; wystepuja w Cy):

(1) (pik Vv _'pik) Vv Dk —> Ck
ktora jest tezg KRZ. Jednoczesnie wiemy, ze tezg KRZ jest:
(2)  pv-—p
Stosujac RP do tezy (2) — i podstawiajac p;, za p — otrzymujemy:
(3)  pi VP
Teza KRZ jest rowniez:
4) p-opva
Poprzez podstawienia: p / pj v —p;,, q / Dy otrzymujemy:

5)  piv=pi,—> (P v —=pi) Vv Dk



Dowod twierdzenia o petnosci KRZ

Na mocy syntaktycznego twierdzenia o postawianiu formuty (3) i (5) sg
tezami KRZ.

Stosujgc RO do (9) i (3) dostajemy:
6) (P v —pi)V Dk

Na mocy syntaktycznego twierdzenia o odrywaniu formuta (6) jest tezg
KRZ. Z kolei formute Cx mozemy otrzymac przez odrywanie z formut:

(1) (p,-k \Y4 —|p,-k) \Y4 Dk —> Ck
6) (P v —pi) Vv Dk

bedacych tezami KRZ. Tak wiec — znow na mocy syntaktycznego
twierdzenia o odrywaniu — rowniez formuta Cy jest tezg KRZ. Skoro
jednak 1 < k < n, to kazda z formut C4, C,, ..., C, jest tezg KRZ.



Dowod twierdzenia o petnosci KRZ

Teza KRZ jest:

(7)  p—>(@—>pnaq)
Podstawiajgc w (7): p / C4, g/ C,i dwukrotnie odrywajgc (jako ze Cqi C,
sg tezami KRZ), dostaniemy:

(8) C1 A Co.
Podstawiajgc w (7): p / Cy A Cy, g / C3 oraz dwukrotnie odrywajgc, do-
staniemy:

(9) C1 AN C2 AN C3.
Postepujgc analogicznie, w skonczonej liczbie krokow dojdziemy do:

(*) CiACon...ACy.

Na mocy syntaktycznych twierdzen o podstawianiu i odrywaniu formuta
(*) jest tezg KRZ. Z drugiej strony, formuta (*) to nic innego jak formuta
B, ktérej na mocy warunku (i) (zob. s. 6) jest inferencyjnie rownowazna
wyjsciowa formuta A.



Dowod twierdzenia o petnosci KRZ
Skoro formuta A jest inferencyjnie rownowazna formule B, to te-
zg KR/Z jest:
(10) Ao B.
Jednoczesnie tezg KRZ jest:
(11)  (p<>q)—> (g —>p).
Podstawiajgc w (11): p/ A, g / B, dostaniemy formute o postaci:
(12) (Ao B)—> (B> A).

Na mocy syntaktycznego twierdzenia o podstawianiu formuta postaci
(12) jest tezg KRZ. Z kolei, na mocy syntaktycznego twierdzenia o od-
rywaniu, formuta postaci:

(13) B A

jest rowniez tezg KRZ. Wykazalismy jednak wczesniej, ze formuta B
jest tezg KRZ. Zatem, znow na mocy syntaktycznego twierdzenia o od-
rywaniu, takze ,wyjsciowa” formuta/ tautologia A jesttezg KRZ. g
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Tezy a tautologie
Bezposrednig konsekwencjg twierdzen 7.1 1 10.1 jest:

Twierdzenie 10.4. Formuta jest tautologia KRZ wtw formuta ta jest tezg KRZ.

Twierdzenie 10.4. implikuje, ze zbior wszystkich tautologii KRZ jest
identyczny ze zbiorem wszystkich tez KRZ. Innymi stowy, semantyczne
| syntaktyczne pojecia prawa KRZ majg ten sam zakres (chociaz oczy-
wiscie rézng tresc).

Udowodnimy na koniec:

Twierdzenie 10.5. (o niesprzecznosci systemu aksjomatycznego KRZ).

Nie istnieje taka formuta A, ze zarowno A, jak i —A sg tezami KRZ.

Dowod: Przyjmijmy, ze taka formuta A istnieje. Na mocy Twierdzenia 10.1
zarowno A, jak i —A sg wowczas tautologiami KRZ. Skoro A jest tauto-
logig, to dla jakiegos (dowolnego ale ustalonego) wartosciowania v
mamy v(A) = 1. Zatem v(-A) = 0, czyli —A nie jest tautologig. Otrzymu-
jemy sprzecznoscC. g
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