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Wyktad 11a. Sktadnia jezyka
Klasycznego Rachunku Predykatow.
Jezyki pierwszego rzedu.



Logika Klasyczna obejmuje dwie teorie: Klasyczny Rachunek Zdan i
Klasyczny Rachunek Predykatow (dalej krotko: KRP). Jak zobaczymy,
KRP jest w pewnym sensie ,nadbudowany” nad Klasycznym Rachun-
kiem Zdan. Jednakze jezyk KRP rozni sie istotnie od jezyka KRZ.

Zacznijmy od charakterystyki zbioru znakéw (tj. ,alfabetu”) jezyka
KRP.



Znaki jezyka KRP

Definicja 11.1. Nastepujgce symbole nazywamy znakami jezyka KRP:

- > AV & V3 (state logiczne)

X1 X2 X3 ... (zmienne indywiduowe)

Pt P! P35t ... (predykaty jednoargumentowe)

P+? P? P32 ... (predykaty dwuargumentowe)

P" Py" P3" (predykaty n-argumentowe)

air az as.. (nazwy indywidualne)

Fi' F' R (symbole funkcyjne jednoargumentowe)
Fi? F? F3°... (symbole funkcyjne dwuargumentowe)
Fi" " R (symbole funkcyjne n-argumentowe)

(), (znaki techniczne: nawiasy i przecinek)




Znaki jezyka KRP

Komentarze: Zmiennych indywiduowych oraz nazw indywidualnych jest
przeliczalnie nieskonczenie wiele. Podobnie, dla kazdego n € N, mamy
przeliczalnie nieskonczenie wiele predykatow n-argumentowych oraz
symboli funkcyjnych n-argumentowych.

Zamiast ,predykat n-argumentowy” mowi sie czasami ,predykat
n-cztonowy”.

O ile zmienne zdaniowe w KRZ przebiegajg zdania w sensie logicz-
nym, wartosciami zmiennych indywiduowych KRP mogg byC obiekty
dowolnego rodzaju — o ile tylko w danym zastosowaniu obiekty te decy-
dujemy sie potraktowac jako indywidua.

Patrzgc z semantycznego punktu widzenia, odniesieniami przed-
miotowymi predykatow jednoargumentowych sg wiasnosci/ zbiory, pre-
dykatow n-cztonowych (n > 1) — relacje n-cztionowe, a n-
argumentowych symboli funkcyjnych — funkcje n-argumentowe. Jedno-
czesnie znaki jezyka KRP reprezentujg wyrazenia jezyka naturalnego
odpowiednich kategorii syntaktycznych.



Termy
Wyrazeniem jezyka KRP nazywamy dowolny skonczony cigg zna-
kow tego jezyka.
Mamy dwie kategorie wyrazen sensownych: formuty nazwowe,
zwane termami, oraz formuty zdaniowe.

Definicja 11.2. (termy jezyka KRP)

(i) Kazda zmienna indywiduowa jest termem jezyka KRP;

(ii) kazda nazwa indywidualna jest termem jezyka KRP;

(i)  jezelity, ..., tn Sg termami jezyka KRP, a F«" jest
n-argumentowym symbolem funkcyjnym, to wyrazenie
o postaci F¢'(t1, ..., tn) jest termem jezyka KRP;

(iv) nie ma zadnych innych termow jezyka KRP poza zmiennymi
indywiduowymi, statymi indywidualnymi oraz tymi
wyrazeniami, ktbre mozna utworzy¢ zgodnie z regqutg (iii).

Termy, w ktorych nie wystepujg zmienne indywiduowe okreslamy
mianem termow zamknietych. Sg one odpowiednikami nazw jednost-
kowych (prostych i ztozonych).




Formuty atomowe

Najprostsze formuty zdaniowe jezyka KRP noszg miano formut
atomowych.

Definicja 11.3. (formuty atomowe jezyka KRP)
Formuty atomowe jezyka KRP to wyrazenia majgce postac:
Pi"(t1, ..., Tn)

gdzie Py" jest predykatem n-argumentowym, a t4, ..., Tn S§ termami je-
Zyka KRP.

Formuty atomowe sg ,cegietkami”, z ktérych — za pomocg statych
logicznych — budujemy ztozone formuty zdaniowe.

Notacja: Liter A, B, C, D, ..., ewentualnie z indeksami, bedziemy dalej uzywali
jako metajezykowych zmiennych odnoszgcych sie do formut zdaniowych jezy-
ka KRP. Symbole 11, 12, ..., Tn Sg metajezykowymi zmiennymi reprezentujgcymi
termy jezyka KRP. Napisy: x; oraz a; nalezg do metajezyka; sg to metajezyko-
we zmienne reprezentujgce odpowiednio: zmienng indywiduowg oraz nazwe
indywidualna.




Formuty zdaniowe

Definicja 11.4. (formuty zdaniowe jezyka KRP)

(1)
(if)

Kazda formuta atomowa jezyka KRP jest formutg zdaniowg
Jezyka KRP;

jezeli A jest formutg zdaniowg jezyka KRP, to wyrazenie
majgce postac —A jest formutg zdaniowg jezyka KRP;

jezeli A, B sg formutami zdaniowymi jezyka KRP, to
wyrazenia majgce postac: (A - B), (A A B), (Av B), (A < B)
sg formutami zdaniowymi jezyka KRP,

Jjezeli A jest formutg zdaniowg jezyka KRP, a x; jest zmienng
indywiduowa, to wyrazenia majgce postac: Vx;A, Ax; A sg
formutami zdaniowymi jezyka KRP,

nie ma innych formut zdaniowych jezyka KRP poza tymi,
ktore mozna utworzy¢ wedle requt (i) — (iv).

Terminologia: Dalej zamiast ,formuta zdaniowa jezyka KRP’ bede mowit
krotko ,formuta zdaniowa”. Podobnie zamiast ,zmienna indywiduowa”
bede mowit krotko ,,zmienna”. Zamiast ,nazwa indywidualna” bede cza-
sami mowit i/lub pisat ,stata indywiduowa”.




Zmienne wolne | zwigzane

Formuty zdaniowe dzielimy na zdania i funkcje zdaniowe. Aby

wprowadzi¢ to rozroznienie, musimy najpierw zdefiniowac kilka pojec
pomochniczych.

Definicja 11.5. (zasieg kwantyfikatora)

Formute zdaniowg A wystepujgcg w formule zdaniowej o postaci Vx; A
lub o postaci Ax; A nazywamy zasiegiem odpowiedniego kwantyfikatora.

Definicja 11.6 (zmienna zwigzana na danym miejscu w formule zdaniowej)

Zmienna x; wystepujgca na danym miejscu w formule zdaniowej A jest
na tym miejscu zwigzana, jezeli wystepuje ona bezposSrednio po kwan-
tyfikatorze lub tez znajduje sie w zasiequ jakiegos kwantyfikatora, bez-
posrednio po ktorym wystepuje zmienna Xi.




Zmienne wolne | zwigzane

Przyktad 11.1. Za pomocg cieniowania zaznaczone zostaty zmienne, ktore
- w podanych formutach zdaniowych - sg zwigzane na miejscach ich
wystepowania:

(1) (Ix1 P12(X1, X2) = VX2 P12(X1, X2))
(2) (E|X1(P12(X1, X2) = VX2 P12(X1, X2)))
(3) (Ix1 VX2 (P12(X1, X2) — P12(X1, X2)))

Definicja 11.7. (zmienna wolna na danym miejscu w formule zdaniowej)

Jezeli zmienna x; ,wystepujgca na danym miejscu w formule zdaniowej
A, nie jest na tym miejscu zwigzana, to mowimy, ze jest ona na tym
miejscu wolna w formule A.

Niezacieniowane zmienne z Przyktadu 11.1 to zmienne wolne na miej-
scach ich wystepowania. Zauwazmy, ze jedna i ta sama zmienna na
jednym miejscu w formule moze by¢ zwigzana, a na innym — wolna
(por. formuty (1) i (2)).




Zmienne wolne | zwigzane

Definicja 11.8. (zmienne wolne i zwigzane w formule zdaniowe))

Zmienna X, wystepujgca w formule zdaniowej A, jest wolna w A wiw X;
jest wolna w A na przynajmniej jednym miejscu. Zmienna x;, wystepu-
Jjgca w formule zdaniowej A, jest zwigzana w A wiw X; jest zwigzana na
kazdym miejscu w A.

Komentarz. Zmienna wolna w formule zdaniowej to zmienna, ktora
,gdzies” (a wiec niekoniecznie ,wszedzie”) jest w niej wolna.

Definicja 11.9. (zdania i funkcje zdaniowe jezyka KRP)

Formuty zdaniowe jezyka KRP nie zawierajgce zadnych zmiennych
wolnych nazywamy zdaniami jezyka KRP. Formuty zdaniowe jezyka
KRP nie bedgce zdaniami tego jezyka nazywamy funkcjami zdaniowy-
mi jezyka KRP.

Formuty (1) i (2) z Przyktadu 11.1 sg funkcjami zdaniowymi jezyka
KRP, natomiast formuta (3) jest zdaniem tego jezyka.

Komentarz: Semantycznie rzecz biorgc, funkcje zdaniowe wyrazajg otwarte wa-
runki, natomiast zdania stwierdzajg/przedstawiajg stany rzeczy.
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Predykat identycznosSci

Syntaktycznie rzecz biorgc, znak rownosci/ identycznosci = jest
predykatem dwuargumentowym. Poniewaz postac graficzna znaku jest
nieistotna, mozemy przyjgc¢, ze rownosc/ identycznosc jest reprezento-
wana przez jaki$ predykat dwuargumentowy, np. P+?. Gdy chcemy bu-
dowac¢ Klasyczny Rachunek Predykatow z Identycznoscig (o czym da-
lej), wprowadzamy jednak predykat = jako stata logiczng. Sktadnia je-
zyka KRP z ldentycznoscig (dalej krotko: KRP=) rozni sie od sktadni je-
zyka KRP tylko tym, ze mamy formuty atomowe o dwoch postaciach:

T1 =12

P<"(t1, ..., Tn)

gdzie 14, 12, ..., Tn Sg termami.
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Konwencje notacyjne

Podobnie jak w przypadku jezyka KRZ, podana tu charakterystyka
jezyka KRP rozni sie od przedstawionej na wyktadzie z ,\WWprowadzenia
do logiki” sposobem wprowadzenia nawiasow.

Podajgc przyktady formut zdaniowych, wygodnie jest przyja¢ pewne
konwencje upraszczajgce zapis graficzny.

Reguty opuszczania nawiasow sg takie same jak w przypadku jezy-
ka KRZ (zob. wyktad 4).

Zamiast x1, x2, X3, X4 piszemy odpowiednio: x, y, u, Z.

Zamiast a4, a, as, a4 piszemy odpowiednio: a, b, c, d.

Litery P, Q, R bedg czasami uzywane jako symbole predykatow;
liczba argumentow tych predykatow bedzie zawsze wyznaczona przez
kontekst.

Liter f, g, h bedziemy czasami uzywali w charakterze symboli funk-
cyjnych; podobnie jak poprzednio, liczba argumentow bedzie wyzna-
czona przez kontekst.

12



Jezyki pierwszego rzedu

W jezyku KRP kwantyfikatory wigzg zmienne indywiduowe; o ile w
jezyku tym mamy zaréwno zmienne, jak i nazwy (indywidualne) odno-
szgce sie - semantycznie rzecz biorgc — do indywiduow, to nie wystepu-
ja w nim zmienne odnoszgce sie do obiektow tych samych kategorii on-
tologicznych (tj. wiasnosci i relacji), co predykaty. W zwigzku z tym
kwantyfikacja w jezyku KRP ,dotyczy” wytgcznie indywidudw, a nie wia-
snosci czy relaciji.

Jezyk KRP jest jezykiem pierwszego rzedu, co wiecej - najobszer-
niejszym takim jezykiem.

Definicja 11.10. Kazdy podzbiér zbioru znakéw jezyka KRP zawierajgcy
w Ssobie wszystkie state logiczne, wszystkie zmienne indywiduowe,
przynajmniej jeden predykat, oba nawiasy i ewentualnie (a wiec nieko-
niecznie) jeszcze pewng ilos¢ innych znakow (takich jak nazwy indywi-
dualne, symbole funkcyjne, przecinek) nazywamy jezykiem pierwszego
rzedu.
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Jezyki pierwszego rzedu

Definicja 11.11. Predykaty, nazwy indywidualne i symbole funkcyjne da-
nego jezyka pierwszego rzedu nazywamy statymi pozalogicznymi tego
jezyka.

Komentarz: Utozsamienie jezyka ze zbiorem znakéw moze sie wydawac
nieintuicyjne; bardziej intuicyjne bytoby utozsamienie jezyka ze zbiorem
wyrazen sensownych/ poprawnie zbudowanych. Tym niemniej wyjscie
proponowane przez Definicie 11.10 pozwala zachowac¢ jednoznacznosc¢
oraz upraszcza prezentacje sktadni poszczegolnych jezykéw. Sktadnia
ta jest po prostu taka sama jak w przypadku jezyka KRP: pojecia termu
| formuty zdaniowej (oraz pojecia pochodne) definiujemy analogicznie
jak w przypadku jezyka KRP.

Notacja: Wprowadzone wczesniej symbole metajezykowe bedziemy
uzywac w stosunku do jezykow pierwszego rzedu w taki sam sposob,
jak czynilismy to w przypadku jezyka KRP. To samo dotyczy przyjetych
konwencji upraszczania zapisu formut zdaniowych.
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Jezyki pierwszego rzedu
Przyktad 11.2. Jezyk arytmetyki Peano
Poniewaz wszystkie zmienne indywiduowe i wszystkie state logicz-
ne wystepujg w kazdym jezyku pierwszego rzedu, charakterystyka ta-
kiego jezyka sprowadza sie do podania listy jego statych pozalogicz-
nych. [Oba nawiasy wystepujg zawsze; przecinek jest potrzebny woéwczas,
gdy mamy predykaty i/lub symbole funkcyjne wiecej niz jednoargumentowe.]

Oto lista statych pozalogicznych jezyka arytmetyki Peano (tj. aryt-
metyki liczb naturalnych):

(predykat dwucztonowy: identycznosc)

0 (nazwa indywidualna: zero)

S (symbol funkcyjny jednoargumentowy: funkcja
nastepnika)

+ - (symbole funkcyjne dwuargumentowe: znaki/ funkcje

dodawania i mnozenia)
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Jezyki pierwszego rzedu

To, ze state pozalogiczne zapisalisSmy nie uzywajac konwencji przyjetych w
KRP, jest w zasadzie obojetne. W zasadzie, albowiem powyzszy zapis niesie
informacje, z ktorych korzystamy na poziomie semantyki: w nawiasach kolo-
rem zielonomodrym wskazaliSmy standardowe interpretacje wprowadzonych
statych pozalogicznych. Na poziomie sktadni wszystko funkcjonuje analogicz-
nie, jak w przypadku jezyka KRP:

Termy jezyka arytmetyki Peano definiujemy nastepujgco:

(i) Kazda zmienna inywiduowa jest termem jezyka arytmetyki
Peano;

(ii) 0 jest termem jezyka arytmetyki Peano;

(i)  jezeli t jest termem jezyka arytmetyki Peano, to wyrazenie
o postaci S(r) jest termem jezyka arytmetyki Peano;

(iv)  jezelit1, 12 Sg termami jezyka arytmetyki Peano, to wyraze-
nia majgce postac: (t1+t2), (t1-12) Sg termami jezyka arytme-
tyki Peano;

(V) nie ma zadnych innych termow jezyka arytmetyki Peano
poza zmiennymi indywiduowymi, statg indywidualng 0 oraz
tymi wyrazeniami, ktore mozna utworzyc¢ zgodnie z requtami
(iii) 7 (iv).
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Jezyki pierwszego rzedu

Formuty atomowe jezyka arytmetyki Peano majg postac:
T1 = 12
gdzie 11, 12 sg termami tego jezyka.

Pozostate pojecia syntaktyczne (formuty zdaniowej, zmiennej wolnej
| zwigzanej elc.) definiujemy doktadnie tak samo jak w przypadku jezy-
ka KRP.

Literatura:

Tadeusz Batog, Podstawy logiki, Wydawnictwo Naukowe UAM, Poznan
1990.

Notacja przyjeta na tym wyktadzie rozni sie nieco od stosowanej w
powyzszym podreczniku.
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