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Wyktad 11b. System aksjomatyczny
Klasycznego Rachunku Predykatow.
Aksjomaty i reguly inferencyjne



Istnieje wiele systemow aksjomatycznych Klasycznego Rachunku
Predykatow. Przedstawimy tutaj jeden z nich, stosunkowo przyjazny dla
uzytkownika.

W tej prezentacji podaje tylko odpowiednie definicje; przyktady zo-
stang przedstawione na wyktadzie.

Stosuje tutaj terminologie i notacje z poprzedniego wyktadu.



Aksjomaty

Aksjomatem KRP jest kazda formutfa zdaniowa jezyka KRP, ktorg moz-
na otrzymac z jakiejs tautologii Klasycznego Rachunku Zdan poprzez
konsekwentne zastgpienie wszystkich wystepujgcych w niej zmiennych
zdaniowych formutami zdaniowymi jezyka KRP.

Uwaga: ,Konsekwentnosc” polega tutaj na tym, ze pozycje jednakowych
zmiennych zdaniowych pozostajg pozycjami jednakowych formut zda-
niowych jezyka KRP. Innymi stowy, wszedzie tam, gdzie wystepowata
dana zmienna zdaniowa, pojawi sie ta sama formuta zdaniowa jezyka
KRP.

Komentarz: Aksjomatéw KRP jest nieskonczenie wiele, co wiecej, kazda tauto-
logia jest ,przepisem” na wyprodukowanie nieskonczenie wielu aksjomatow.
Takie postawienie sprawy skraca dowody w KRP. Gdy interesuje nas elegan-
cja, mozemy postgpi¢ inaczej: przyjac, ze aksjomaty KRP powstajg wytgcznie
z aksjomatow KRZ. Wtedy aksjomatow KRP bedzie nadal nieskonczenie wie-
le, ale za to bedziemy mieli skonczenie wiele schematow aksjomatow. Ceng
za elegancje jest jednak wydtuzenie dowodow.




Reguty inferencyjne

Prezentowany system aksjomatyczny KRP ma szescC pierwotnych
regut inferencyjnych:

Reguta opuszczania duzego kwantyfikatora (OV):

A—-> VX B
A—-> B
Reguta dotgczania duzego kwantyfikatora (DV):
A—-> B
o Ile x; nie jest wolne w A
A - VX B

Komentarz: Reguta DV posiada warunek stosowalnosci. Gdyby ten warunek zi-
gnorowac, moglibysmy przejs¢ od prawdy do fatszu — a tego nie chcemy :)



Reguty inferencyjne
Reguta opuszczania matego kwantyfikatora (O3):

HX,'A—)B

A—-> B
Reguta dotgczania matego kwantyfikatora (D3):

A—->B

o ile x; nie jest wolne w B
JX; A—>B

Reguta odrywania (RO):

A—->B
A

B



Podstawianie

Kolejna reguta inferencyjna to reguta podstawiania. Tym razem jed-
nak podstawiamy termy za zmienne indywiduowe w formutach zdanio-
wych (a nie — jak w przypadku KRZ — formuty za zmienne zdaniowe w
formutach).

Aby wprowadziC regute podstawiania, musimy uprzednio okresliC
operacje podstawiania.

W kroku wstepnym okreslamy operacje podstawiania termu za
zmienng indywiduowg do termu:

1, 9dyi=]
() Xxxi/7] =

X, gdy %]

(II) d; [X,'/‘C] = 4,

(i) F¢'(z1, ..., X Il = F ([ /7], ..., ©a [Xi /7))



Podstawianie

Korzystajgc z powyzszego pojecia, zdefiniujemy operacje podsta-

wiania termu za zmienng indywiduowg do formuty zdaniowej. Wynik

podstawienia termu t za zmienng x; do formuty zdaniowej A oznaczamy
przez A[x;/].

(i) Pd(t1, ..., tn) [Xi 7] = P{"(t4][xi I<), ..., To[Xi I7)])

(ii) Jjezeli A ma postac —B, to A[x;/t] = =B][x;/7]

(iii)  jezeli A ma postac (B ® C), gdzie ® jest jednym ze
SpOjnikow: —, A, v, <, to A[x;/t] = (B[x;/t] ® C[x;/t])

(iv)  jezeli A ma postac Vx; B, to:

VX B, gdyi=]j

Alx;/It] =

- VX; Bx;/], gdy i # .



Podstawianie
(V) jezeli A ma postac 3x; B, to:
- 3x B, gdyi=]
Alx;ilt] =

- 3dx; B[x;/t], gdy i # .

Komentarz: Warunki dla formut z kwantyfikatorami pokazujg, ze podstawianie
za zmienng zwigzang nie modyfikuje formuty, do ktorej podstawiamy.

Reguta podstawiania opatrzona jest warunkiem stosowalnosci. Jest
to warunek bezkolizyjnej podstawialnosci termu za zmienng do formuty
zdaniowej. ldea jest nastepujgca: term 1 jest bezkolizyjnie podstawialny
za zmienng x; do formuty zdaniowej A wiw w wyniku podstawienia na
zadnym miejscu, na ktorym x; jest wolna w A, nie pojawi sie zmienna
zwigzana. Mowigc bardziej scisle:



Podstawialnosc. Requta podstawiania

Mowimy, ze term t jest bezkolizyjnie podstawialny za zmienng x; do
formuty zdaniowej A wtw zmienna x; nie wystepuje w A jako wolna
w zasiegu zadnego kwantyfikatora wigzgcego ktorgs ze zmiennych

wystepujgcych w termie t.

Reguta podstawiania (RP):

A

o ile t jest bezkolizyjnie podstawialny za x; do A
A[X,' / ‘C]

Podobnie jak poprzednio, warunek stosowalnosci naktadamy z powo-
dow semantycznych.

Uwaga: Bezkolizyjng podstawialnos¢ zwykle okresla sie krotko mianem
podstawialnosci.



Literatura:

Omawiany system aksjomatyczny KRP zostat przedstawiony w pod-
reczniku Tadeusza Batoga: Podstawy logiki (Wydawnictwo Naukowe
UAM, Poznan 1986). Nasza prezentacja rozni sie kilkoma szczegotami,

gtownie notacyjnymi.




