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Ogolne pojecie konsekwencji
Niech J bedzie jezykiem sformalizowanym.

Oznaczmy przez FORM, zbidér wszystkich poprawnie zbudowanych
formut jezyka J. Funkcje C: 2F9RMJ | 2FORMJ (4 funkcje, ktorej argu-
mentami | wartosciami sg zbiory poprawnie zbudowanych formut jezyka

J) nazywamy operacjg konsekwencji w jezyku J wtw dla dowolnych
podzbiorow X, Y zbioru FORM, spetnione sg nastepujgce warunki:

(h X< C(X),
() C(C(X)) < C(X),
(Il  jezeliX c Y, to C(X) < C(Y).
Gdy ponadto dla dowolnego A € FORM, spetniony jest warunek:

(IV) A e C(X) wtw istnieje skonczony podzbior Z zbioru X taki, ze
A e C(2),

to C nazywamy finitystyczng operacjg konsekwencji w J.



Ogolne pojecie konsekwencji

Powstaje pytanie: jak wyznaczy¢ operacje konsekwencji w danym
jezyku sformalizowanym?

Jednym ze sposobow jest skorzystanie z pojecia derywacji (inaczej:
wyprowadzenia) formuty ze zbioru formut, oczywiscie derywacji/ wy-
prowadzenia z uwagi na zadany zbior regut inferencyjnych.

Zilustrujemy to na przyktadzie jezykow pierwszego rzedu (pojecie to
zostato zdefiniowane na wyktadzie 11a).

W dalszych rozwazaniach zaktadamy, ze J jest dowolnym ale usta-
lonym jezykiem pierwszego rzedu.



Stosowane rachunki predykatow

Zanim jednak podjdziemy dalej, zauwazmy rzecz nastepujaca: w kazdym
jezyku J pierwszego rzedu ,ubozszym” od jezyka KRP (ij. takim, ze wystepujg
w nim tylko niektore, ale nie wszystkie, state indywiduowe/ symbole funkcyjne/
predykaty jezyka KRP) mozemy wyrazi¢ odpowiedni ,fragment” klasycznego
rachunku predykatow, KRP,. Konstrukcja jest nastepujaca:

(a) za aksjomaty KRP, bierzemy te wszystkie formuty zdaniowe jezyka J,
ktore mozna otrzymac z jakichs tautologii KRZ poprzez konsekwentne zasta-

pienie wszystkich wystepujacych w nich zmiennych zdaniowych formutami
zdaniowymi jezyka J,

(b) wprowadzamy reguty inferencyjne OV, DV, O3, D3, RO, RP, zaktada-
jac, ze operujg one na formutach zdaniowych jezyka J,

(c) dalej postepujemy analogicznie jak w przypadku KRP.

Zbudowany w powyzszy sposob rachunek KRP, nazywamy stosowanym
rachunkiem predykatow 1-go rzedu.

W podobne sposob budujemy stosowane rachunki predykatow (1-go rze-
du) z identycznoscia.

Dla kontrastu, KRP i KRP- nazywamy czystymi rachunkami predykatow.



Derywacje

Terminologia: Mowigc dalej o formutach zdaniowych, bedziemy mieli na
mysli formuty zdaniowe naszego (dowolnego ale ustalonego) jezyka
pierwszego rzedu J.

Potrzebne nam pojecie derywacji jest uogolnieniem wprowadzone-
go na poprzednim wyktadzie pojecia dowodu. Roznica polega na tym,
ze tym razem nie zgdamy, aby przestanki byty aksjomatami klasyczne-
go rachunku predykatow.



Derywacje

Definicja 14.1. Derywacjg formuty zdaniowej A w oparciu o zbiér formut
zdaniowych X nazywamy skonczony cigqg formut zdaniowych, ktorego
ostatnim wyrazem jest formuta A, taki, ze dowolna formuta zdaniowa
bedgca wyrazem tego cigqu:
(1) nalezy do zbioru X, lub
(2) powstaje z jakiegos wczesniejszego wyrazu rozwazanego
ciggu poprzez zastosowanie:
- requty podstawiania RP, lub
- requty opuszczania duzego kwantyfikatora OV, lub
- requty dofgczania duzego kwantyfikatora DV, lub
- requty opuszczania matego kwantyfikatora O3, lub
- requty dotgczania matego kwantyfikatora D3, lub
(3) powstaje z jakichs wczesniejszych wyrazow tego ciggu
poprzez zastosowania requty odrywania RO.

Wersje dla purystow mozna otrzymac z definicji 12.1* )




Derywacje | konsekwencje

Dalej, z powodow stylistycznych, zamiast ,derywacja A w oparciu o X" be-
de czasem mowit ,wyprowadzenie A z X".

Oznaczmy symbolem Cn(X) zbior wszystkich formut zdaniowych,
dla ktorych istnieje przynajmniej jedna derywacja ze zbioru X (tj. zbior
tych wszystkich formut zdaniowych, ktére mozna wyprowadzicC, korzy-
stajagc z regut inferencyjnych KRP, ze zbioru ,przestanek” X).

Definicja 14.2. A € Cn(X) wtw istnieje przynajmniej jedna derywacja A w
oparciu o X.

Mozna tatwo udowodnic:

Twierdzenie 14.1;

() X< Cn(X),

() Cn(Cn(X)) c Cn(X),

()  jezeliX c Y, to Cn(X) < Cn(Y).
Gdy poréwnamy tresc twierdzenia 14.1 z definicjg (ogodlnego) pojecia
konsekwencji, usprawiedliwionym staje sie nazwanie zbioru Cn(X) zbio-
rem wszystkich konsekwencji zbioru formut zdaniowych X.




Derywacje | konsekwencje
Terminologia: Napis ,A € Cn(X)" czytamy ,A jest jedna z konsekwencji
X', ,jedng z”, albowiem ze zbioru X mozna zawsze wyprowadzi¢ wiele
formut zdaniowych. W praktyce fraze ,jedng z" zwykle opuszczamy,
trzeba jednak pamietac, ze jest ona zawsze domysinie obecna. Gdy ro-
zumiemy napis ,A € Cn(X)” jako ,A jest jedyng konsekwencjg X", po-
petniamy btad !

Zachodzi nastepujgce twierdzenie o finitystycznosci:

Twierdzenie 14.2. A € Cn(X) wtw istnieje skoriczony podzbiér Z zbioru X
taki, ze A € Cn(2).

Powdd jest prosty: kazda derywacja jest skonczonym ciggiem formut
zdaniowych, a zatem korzystamy w niej ze skonczonej ilosci elementow
zbioru X — to wiasnie bedzie zbior Z. Z drugiej strony, na mocy twier-
dzenia 14.1, skoro Zc X oraz A € Cn(Z), to A € Cn(X).



Derywacje | konsekwencje logiczne

Dygresja 14.1. Zauwazmy, ze zbior wszystkich tez KRP jest rowny zbio-
rowi Cn(Arp).

Gdy mamy derywacje formuty zdaniowej A w oparciu o zbior formut
zdaniowych X, to jedynymi ,przestankami” tej derywacji mogg by¢ for-
muty zdaniowe nalezace do zbioru X. Zliberalizujmy teraz ten warunek,
dopuszczajac, ze przestankami mogg ponadto by¢ aksjomaty klasycz-
nego rachunku predykatow (czystego lub stosowanego, w zaleznosci
od tego, czym jest J). Zbior tych aksjomatow oznaczmy przez Arp.
Wprowadzmy nastepujgcy definicje:

Definicja 14.3. A € Cn(X) witw A € Cn(X U Arp)

Mozna udowodnic:
Twierdzenie 14.3:

() X< Cn(X),

() Cn(Cn.(X)) = Cn.(X),
()  jezeliX Y, to Cny(X) < Cn.(Y).




Derywacje | konsekwencje logiczne

Napis ,A € Cn(X)" czytamy ,A jest jedng z konsekwencji logicznych
zbioru X”. Pojecie definiowane przez definicje 14.3 to pojecie konse-
kwencji logicznej na gruncie logiki pierwszego rzedu.

Zachodzi twierdzenie o finitystycznosci konsekwencji logicznej:

Twierdzenie 14.4. A € Cn(X) wtw istnieje skonczony podzbiér Z zbioru X
taki, ze A € Cn(2).

Oznaczmy przez Trp zbior wszystkich tez klasycznego rachunku
predykatow (czystego lub stosowanego, w zaleznosci od tego, jaki je-
zyk rozwazamy). Prawdziwe jest:

Twierdzenie 14.5. A € Cn(X) wiw A € Cn(X U Trp).

Twierdzenie 14.5 gtosi w istocie, ze A mozna wyprowadzi¢ z prze-
stanek bedacych elementami zbioru X i/ lub aksjomatami klasycznego
rachunku predykatow wtw A mozna wyprowadziC z przestanek beda-
cych elementami zbioru X i/ lub tezami (niekoniecznie aksjomatami) ra-
chunku predykatow.
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Twierdzenie o dedukcji
Zachodzi rowniez nastepujgce twierdzenie o dedukcji.

Twierdzenie 14.6. Jezeli A jest zdaniem oraz B € Cny(X U {A}), to formu-
ta zdaniowa A — B nalezy do zbioru Cny(X).

Komentarz: Zostanie podany na wyktadzie :)

Odnotujmy réwniez nastepujgce twierdzenie, nieco paradoksalne na
pierwszy rzut oka (symbolem & oznaczamy zbior pusty).

Twierdzenie 14.7. A € Trp wiw A € Cn. (D).

,Paradoks” znika, gdy uswiadomimy sobie, ze Cn. () = Cn(J U Arp) =
Cn(Arp).
Whioskiem z twierdzenia 14.6 jest:

Twierdzenie 14.8. Jezeli A jest zdaniem oraz B € Cn.({A}), to formufa
zdaniowa A — B jest tezg klasycznego rachunku predykatow.

Twierdzenie 14.8 stanowi podstawe pewnych, nazwijmy to tak, dywagac;ji
filozoficznych, o czym na wyktadzie.
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Teorie pierwszego rzedu (systemy dedukcyjne)

Definicja 14.4. Zbior formut zdaniowych T danego jezyka pierwszego rze-
du nazywamy teorig pierwszego rzedu (/lub systemem dedukcyjnym)
wtw T spetnia nastepujgcy warunek:

() Cn(T)c T.

Dalej zamiast ,teoria pierwszego rzedu” bede mowit krotko ,teoria”.

Warunek (*) moze sie wydawacC paradoksalny: zgada on, aby
wszystkie formuty zdaniowe, ktére mozna wyprowadzi¢ ze zbioru T przy
pomocy (regut inferencyjnych i praw/ tez) logiki juz znajdowaty sie w T.
Tym niemniej, jak zobaczymy, powyzsza definicja dos¢ dobrze ekspli-
kuje to, co w naukach formalnych rozumiemy pod pojeciem teorii.

Spostrzezenie 15.1: Trp jest teorig.

Istotnie, Trp = Cny (), a zgodnie z twierdzeniem 14.3, Cn (Cn (D)) c Cn (D),
czyli Cny(Trp) < Trp.

Widzimy zatem, ze zbior wszystkich tez klasycznego rachunku pre-
dykatow (czystego lub stosowanego) jest teorig w sensie Definicji 14.4.
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Teorie pierwszego rzedu (systemy dedukcyjne)

Spostrzezenie 14.2: Dla dowolnego zbioru formut zdaniowych X, zbior
Cn.(X) jest teorig.

Istotnie, na mocy twierdzenia 14.3 zachodzi: Cn (Cn (X)) < Cn(X).

Powyzsze spostrzezenie dostarcza nam klucza do zrozumienia, czym sg
systemy (teorie) aksjomatyczne. W systemach takich przyjmuje sie — z ré6znych
powodow (0 czym na wykfadzie :) — pewne formuty zdaniowe bez dowodu, ja-
ko aksjomaty, a nastepnie wyprowadza sie z nich twierdzenia pochodne.
Rzecz jasna, nie jest tak, ze wszystkie twierdzenia, ktore mozna wyprowadzic
z aksjomatow, sg w danym momencie czasu znane. Jednakze dla tego, aby
jakas formuta zdaniowa byta twierdzeniem teorii aksjomatycznej, potrzeba i
wystarcza, aby istniata jej derywacja w oparciu o aksjomaty i ewentualnie tezy
logiki (oczywiscie derywacja, w ktorej stosujemy regut inferencyjne dostarcza-
ne przez logike) — derywacja ta nie musi by¢ znana. Innymi stowy, teorie ak-
sjomatyczng mozna okresliCc jako zbior wszystkich konsekwencji logicznych
przyjetych aksjomatow. Zbior taki jest, zgodnie z wyzej powiedzianym, teorig w
sensie Definicji 14.4 (lub jej analogonu, gdy korzystamy z jezyka rzedu innego
niz pierwszy lub/i logiki innej niz klasyczny rachunek predykatow).
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Przyktad: arytmetyka Peano

Przyktad 14.1: Jezyk arytmetyki Peano zostat okreslony na wyktadzie 11a.
Aksjomatami (pozalogicznymi)' arytmetyki Peano sg wszystkie formuty zda-

niowe jej jezyka podpadajgce pod schematy:

(1)
(2)
3)

() I >
N N

\./9

7
(8)

(
(
(
(
(

X=X

X=y—>y=Xx
X=SYAY=Z>X=2Z
X =y —S(x) = S(y)
X=Sy—>X+z=y+z
X=y—>z+x=z+y
XSy —>X-Z=y-Z

X=Yy—>Z-X=2z-y

Aksjomaty identycznoSci

' Aksjomaty logiczne to aksjomaty stosowanego rachunku predykatéw zbudowanego w jezyku
arytmetyki Peano. Aksjomaty tego rodzaju wystepujg w kazdej teorii. Mowigc dalej o aksjomatach
teorii nie bedacej logika, bedziemy mieli na mysli aksjomaty pozalogiczne, tj. aksjomaty nie bedace

tezami logiki (stosowanej) zbudowanej w jezyku tej teorii.
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Przyktad: arytmetyka Peano

©) S)=8y)—> x=y
(10) (0 =3S(x))

(11) x+0=x
(12)  x+3S(y)=S(x+Yy)
(13) x-0=0

(14)  x-S(y)=(x-y)+x
(15) A[x /0] A VX(A(X) = A[x /S(x)]) > VXA

Komentarz: Wzory powyzsze nie sa, Scisle rzecz biorgc, aksjomatami, lecz
schematami aksjomatow. Pierwsze czternascie schematow mozemy zastgpic
konkretnymi formutami, np. kladac x4, xo zamiast (metazmiennych) x i y; (15)
musi pozostac schematem (jest to schemat tzw. aksjomatu indukcji).
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Przyktad: arytmetyka Peano

Zbior wszystkich aksjomatow (pozalogicznych) arytmetyki Peano ozna-
czymy symbolem AXpa, Natomiast samg arytmetyke Peano oznaczymy przez
PA. Mozemy teraz przyjac:

PA = Cn._(Apr)
Jest oczywiste, ze PA jest teorig w sensie Definicji 14.4.

Terminologia: Gdy mamy do czynienia z teorig aksjomatyczng posiadajacq ak-
sjomaty pozalogiczne, to derywacje w oparciu o aksjomaty pozalogiczne tej
teorii i ewentualnie tezy logiki nazywamy zwykle dowodami w oparciu o aksjo-
maty, natomiast formuty majgce co najmniej jeden dowdd/ derywacje w opar-
ciu o aksjomaty i ewentualnie tezy logiki — twierdzeniami tej teorii.

Dygresja 14.2: W praktyce, w dowodach kolejnych twierdzen wykorzystujemy
rowniez, w charakterze przestanek, twierdzenia uprzednio udowodnione.

Dygresja 14.3: Istniejg teorie w sensie Definicji 14.4, ktére nie dadzg sie przed-
stawiC jako zbior wszystkich konsekwencji logicznych jakiegos efektywnie wy-
roznionego podzbioru wtasciwego zbioru wszystkich formut zdaniowych jezyka
tych teorii, tj. teorie, ktore nie sg efektywnie aksjomatyzowalne.
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SprzecznosSc¢ i niesprzecznosc

Definicja 14.5. Zbiér formut zdaniowych X jest sprzeczny wtw istnigje ta-
ka formutfa zdaniowa A, ze do zbioru Cn(X) nalezy zaréwno formuta A,
Jjak | jef negacja, —A.

Gdy takiej formuty nie ma, mowimy, ze zbior X jest niesprzeczny.

Bezposrednig wnioskiem z Definicji 14.4 i 14.5 jest:

Twierdzenie 14.9. Teoria T jest sprzeczna wtw istnieje formufa zdaniowa
A taka, ze zarowno A, jak | Jej negacja, —A, nalezg do teorii T.

Sprzecznosc¢ zbioru formut zdaniowych/ teorii jest wtasnoscig nie-
pozadang: ze sprzecznego zbioru formut zdaniowych mozna — korzy-
stajgc z aksjomatu klasycznego rachunku predykatow powstajgcego z
prawa Dunsa Scotusa, tj. aksjomatu o schemacie A —» (-A —» B) — wy-
prowadzi¢ kazdg formute zdaniowg, a wiec stanowczo za duzo. Innymi
stowy, kazda formuta zdaniowa jest konsekwencjg logiczng sprzeczne-
go zbioru formut zdaniowych i stad taki zbior formut zdaniowych jest
bezuzyteczny informacyjnie.
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SprzecznoSc¢ i niesprzecznosc

Z drugiej strony, zachodzi:

Twierdzenie 14.10. Zbioér formut zdaniowych X jest niesprzeczny wtw ist-
nieje formuta zdaniowa A taka, ze A ¢ Cny(X).

Zagadnienia niesprzecznosci teorii matematycznych i logicznych
nalezg do ,gorgcych” zagadnien metamatematycznych. Istniejg rozne
techniki dowodzenia niesprzecznosci teorii; znane sg tez rozne wyniki
dotyczgce ,mocy” srodkow potrzebnych dla wykazania niesprzecznosci
poszczegolnych teorii matematycznych. Porozmawiamy o tym przy in-
nej okazji.
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Zupetnosc

Definicja 14.6. Zbiér formut zdaniowych X jezyka pierwszego rzedu J jest
zupetny z uwagi na jezyk J wtw dla kazdego zdania A jezyka J.: zdanie
A jest elementem zbioru Cny(X) lub negacja zdania A, —A, jest elemen-
tem zbioru Cni(X).

Intuicja lezgca u podstaw pojecia zupetnosci jest nastepujgca. Zda-
nia A oraz —A sg mozliwymi rozstrzygnieciami problemu wyrazanego
przez pytanie ,Czy A7?”. Zbior X jest zupetny wowczas, gdy ze zbioru X
(i ewentualnie tez logiki) da sie wyprowadzi¢ — przy pomocy regut infe-
rencyjnych logiki — rozstrzygniecie pozytywne, A, lub rozstrzygniecie
negatywne, —A, problemu ,Czy A?”", przy czym jest tak dla kazdego
problemu postaci ,Czy A?”, gdzie A jest zdaniem rozwazanego jezyka.
Zupetnosc jest zatem pewng pozadang cechg zbiorow formut zdanio-
wych i teorii.
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Zupetnosc

Dla teorii zagadnienie zupetnosci redukuje sie do zagadnienia ist-
nienia w teorii rozwigzan wszystkich problemow powyzszego rodzaju.
Zachodzi:

Twierdzenie 14.11. Niech T bedzie teorig sformutowang w jezyku pierw-
Szego rzedu J. Teoria T jest zupetna z uwagi na jezyk J witw dla kazde-
go zdania A jezyka J: zdanie A jest elementem teorii T lub negacja
zdania A, lj. zdanie postaci —A, jest elementem teorii T.

Mowigc ogolnie, teoria zupetna dostarcza nam rozstrzygniec
wszystkich problemoéw, ktore dadzg sie sformutowac w jej jezyku.

Kazda teoria sprzeczna jest, z trywialnych powodow, zupetna. Inte-
resujgcym zagadnieniem metamatematycznym jest, ktore niesprzeczne
teorie matematyczne sgq zupetne, a ktore nie. Wiadomo na ten temat
dosc¢ duzo.
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Zupetnosc

Najwazniejszy jest tutaj jednak pewien wynik negatywny, zwany
twierdzeniem Godla:

Jezeli mamy teorie (pierwszego rzedu) ktora jest: (a) niesprzeczna,
(b) efektywnie aksjomatyzowalna, (c) da sie w niej wyinterpretowac
arytmetyke Peano, to teoria ta jest niezupetna, 1. istnieje takie zdanie A
jezyka tej teorii, ze ani A, ani jego negacja, —A, nie majg dowodu w
oparciu o aksjomaty rozwazanej teorii.

Sformutowanie powyzsze nie jest Sciste (i nie pokrywa sie doktadnie
z tym, co udowodnit sam Kurt Godel), tym niemniej na pierwszym roku
musi wystarczyc :)

Niektorzy powiadajg, ze wynik Godla wskazuje na zasadnicze ogra-
niczenia metod formalnych, ktére muszg znalez¢ swoje odzwierciedle-
nie w badaniach/ projektach z zakresu Artificial Intelligence. Do kwestii
tej wrocimy w przysztym roku.
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Dowody przedstawionych tutaj twierdzen metalogicznych mozna
znalez¢ np. w podreczniku Tadeusza Batoga pt. ,Podstawy logiki”. Stu-
diujgc te dowody, nalezy pamietac, ze to, co nazwalismy tutaj derywa-
cjq formuty w oparciu o zbior formut, jest w podreczniku Batoga nazy-
wane dowodem formuty w oparciu o zbior formut.

W sprawie twierdzenia Godla i zagadnien pokrewnych polecam
ksigzke Romana Murawskiego pt. ,Funkcje rekurencyjne i elementy
metamatematyki. Problemy zupetnosci, rozstrzygalnosci, twierdzenia
Godla”, Wydawnictwo Naukowe UAM, Poznan 2000.
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