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Wyktad 3. Relacje i funkcje



Juz byfto...

Definicja 2.6. (para uporzgdkowana)
Parg uporzgdkowang <x, y> nazywamy zbior {{x}, {x, y}}.
Obserwacja: <Zygfryd, Berta> # <Berta, Zygfryd>

Definicja 2.7. (n-tka uporzadkowana; n > 2)

(@)  <x1, x2>={{x1}, {x1, x2}},

(b) <X1, X25 e Xn+1> = <<X15 X2a Ty Xn>, Xn+1>-



Juz byfto...

Definicja 2.8. (iloczyn kartezjanski; inaczej produkt kartezjanski)

lloczynem kartezjanskim zbiorow A i B nazywamy zbior.

AxB={<x,y>:xe Ary e B}

Definicja 2.9. (iloczyn kartezjanski n zbiorow; n > 2) lloczynem kartezjan-
Skim zbiorow A4, Ao, ...., A, (n 2 2) nazywamy zbior.

A x Ao x ... xAp={<Xq, X2, ..., Xp® . X1 € AfAX2 € Ao A ... A Xy € Ap}.
Definicja 2.10. (n-ta potega kartezjanska zbioru; n > 1):
(a) A'=A,
(b) A= AxAx..xA

| I
n razy




Relacje n-cztonowe

Nie wdajgc sie w — niewatpliwie gtebokie — rozwazania nad tym,

czym sg relacje i jak one istniejg, pojecie relacji bedziemy tu rozumieli
teoriomnogosciowo.

Definicja 3.1. (relacja n-cztonowa; n > 2) Niech n > 2. Relacjg n-cztonowg
nazywamy dowolny podzbior zbioru n-tek uporzgdkowanych.

Komentarz: Zbior pusty jest podzbiorem dowolnego zbioru, a zatem i on jest re-
lacjg (tzw. relacjg pustg). Operowanie pojeciem relacji pustej jest wygodne w
pewnych zastosowaniach, dlatego tez w powyzszej definicji moéwimy o pod-
zbiorze zbioru n-tek uporzadkowanych. Elementami n-cztonowej relacji niepu-
stej sg n-tki uporzgdkowane.

Terminologia: Gdy n = 2 i relacja jest niepusta, nazywamy jgq binarng; gdy
n = 3 i relacja jest niepusta, czasami mowimy o relacjach ternarnych.
Przyktad 3.1. {<Ja$, Malgosia>, <Matgosia, Ja$>, <Piotrus, Zosia>} jest relacjg
binarna.

Przyktad 3.2. {<Matgosia, Ja$, Zosia>, <Kasia, Piotrus, Beata>} jest relacjg ter-
narnag.



Relacje n-cztonowe w zbiorze

Uwaga: Méwiagc dalej o relacjach n-cztonowych, zawsze milczaco zaktadamy,
zenz2.

Definicja 3.2. (relacja n-cztonowa w zbiorze; n > 2).
Mowimy, ze relacja n-cztonowa R jest n-cztonowg relacjg w zbiorze A

witw R c A",

Whniosek 3.1. R jest relacjg n-cztonowg WA wiw Rc AxAx ... x A
n razy

Whniosek 3.2. Niepusta n-cztonowa relacja w zbiorze A jest zbiorem n-tek
uporzgdkowanych elementow zbioru A.

Komentarz: Czasami pojecie n-cztonowej relacji w zbiorze definiuje sie nastepujaco:

R jest n-cztonowa relacjg w zbiorze Awtw R < A”.

Taka definicja dopuszcza przypadek n = 1, czyli tzw. relacje unarne (jednoczionowe).
Relacja unarna w A jest podzbiorem zbioru A. Dla tak okreslonego pojecia nie zachodzi
odpowiednik wniosku 3.1 (jako ze pojecie iloczynu kartezjanskiego nie ma zastosowa-
niagdyn=1).




Relacje n-cztonowe w iloczynie (produkcie) kartezjanskim zbiorow

Definicja 3.3. Mowimy, ze n-cztonowa relacja R jest n-cztonowg relacjg w
lloczynie kartezjanskim A1 x Ay x ... x A, zbiorow A4, A, ...., A, wiw
RcAi xA,x ... x A,

Dang relacje mozemy uwazacC zaréwno za relacje w okreslonym zbiorze,
jak i za relacje w iloczynie kartezjanskim réznych zbiorow. Przyktadowo, niech

R c A x Ainiech Ac B. Wowczas R jest (tez) relacjg w iloczynie kartezjan-
skim A x B.

Jest to jeden z powodow, dla ktérego potrzebujemy pojec dziedziny i prze-
ciwdziedziny relacji binarnej, oraz pojecia i-tej dziedziny relacji n-cztonowej (1
<i<n;orazn>2). Innym powodem jest oczywiscie to, ze relacja w A jest tez
relacjg w kazdym B takim, ze A c B, i podobnie dla iloczynéw kartezjanskich.



Dziedzina | przeciwdziedzina relacji binarnej
Notacja: Zamiast <x, y> € R piszemy xRy.

Definicja 3.4. (dziedzina, przeciwdziedzina i pole relacji binarnej)
Niech R bedzie relacjg binarng. Dziedzing relacji R nazywamy zbior-
Dr = {x: 3y (XRy)}.
Przeciwdziedzing relacji R nazywamy zbior-
"r = {y: 3x (xRy)}.
Polem relacji R jest zbior:
DR W D*R.

Przyktad 3.3. R = {<Jas, Matgosia>, <Matgosia, Jas>, <Piotrus, Zosia>}.
Wowczas:

Dr = {Jas, Matgosia, Piotrus},
*r = {Matgosia, Jas, Zosia}.
Polem relacji R jest zbior {Jas, Matgosia, Piotrus, Zosia}.



I-ta dziedzina relacji n-cztonowej; n > 2
Notacja: Zamiast <x4, Xo, ..., X,> € R piszemy R(x4, Xo, ..., Xp).
Definicja 3.5. (i-ta dziedzina relacji n-cztonowej; n > 2 oraz 1 <i < n).

Niech R bedzie relacjg n-cztonowq, gdzie n > 2. Pod pojeciem i-tej
dziedziny (1 <i < n) relacji R rozumiemy zbior.
D’R ={y : 3IXq...3X1TXjs1...3%xy R(X1, ...,Xi1, V, Xis1, Xn)}.

Przyktad 3.4. R = {<Maltgosia, Jas, Zosia>, <Kasia, Piotrus, Beata>}.
D' = {Malgosia, Kasia}
D*r = {Ja$, Piotrus}
D’ = {Zosia, Beata}



Diagramy relacji binarnych

Niech R = {<a, a>, <a, b>, <a, ¢>, <b, ¢>, <c, b>}. O a, b, ¢ zaktadamy,
Zze sg one rozne miedzy soba.

Diagram relacji R



Matryce relacji binarnych

Niech R = {<a, a>, <a, b>, <a, ¢>, <b, ¢>, <c, b> }.

- O =T
O - =20

a
a |
b |0
c |0

Niech R = {<Jas, Malgosia>, <Matgosia, Jas>, <Piotrus, Zosia>}.

Jas Matgosia Piotrus Zosia
Jas 0 1 0 0
Matgosia | 1 0 0 0
Piotrus 0 0 0 1
Zosia 0) 0) 0) 0
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Reprezentacja relacji n-cztonowej w postaci tabeli

Mamy 4 niepuste zbiory: nazwisko = {Kaczor Donald, Myszka Miki, Pies Pluto}, nrkonta
< N, typkonta = {oszczednosciowe, rozliczeniowe}, saldo — N U {0}. Opisujemy pewng
konkretng relacje R < nazwisko x nrkonta x typkonta x saldo, ktérg nazwiemy sto-
wem Klient, za pomocg nastepujgcej tabeli:

nazwisko nrkonta typkonta saldo
Kaczor Donald 1101 0szczednosciowe 1000
Kaczor Donald 1201 rozliczeniowe 200
Myszka Miki 1202 rozliczeniowe 900
Pies Pluto 1102 oszczednosciowe 0

Pies Pluto 1103 0szczednosciowe 100000

Informatyk powie, ze Klient jest relacjg o atrybutach: nazwisko, nrkonta, typ-
konta, saldo. Schemat tej relacji napisze on nastepujgco:

Klient ( nazwisko, nrkonta, typkonta, saldo).
Wiersze tabeli nazwie on krotkami.
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Wtasnosci relacji binarnych: zwrotnoSc, przeciwzwrotno$c i niezwrot-
nosc
Definicja 3.6. Mowimy, ze relacja binarna R jest.
(i) zwrotna w zbiorze A wiw Vx € A (XRXx),
(ii) przeciwzwrotna w zbiorze A witw Vx € A —(xRXx),
(iii) niezwrotna w zbiorze A witw —Vx € A (XRX).

Przyktad 3.5.  Relacja rownosci = w danym zbiorze liczb jest w nim
zwrotna.

Przyktad 3.6.  Relacja ojcostwa w zbiorze wszystkich ludzi jest
W nim przeciwzwrotna.

Przyktad 3.7.  Relacja lubienia kogo$ w zbiorze wszystkich ludzi jest
w nim niezwrotna - ale nie przeciwzwrotna :).
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Witasnosci relacji binarnych: symetrycznoSc, przeciwsymetrycznoSc,
antysymetrycznoSc

Definicja 3.7. Mowimy, ze relacja binarna R jest.

(i) symetryczna w zbiorze A witw Vx € AVy € A (xRy — yRXx),
(ii) przeciwsymetryczna w zbiorze A wiw

Vx e AVy e A (xRy > —(yRXx)),
(iii) antysymetryczna w zbiorze A wiw

Vx e AVy e A (XRy A x#y — —(YRX)).

Przyktad 3.8.  Relacja pokrewienstwa jest symetryczna w zbiorze ludzi.

Przyktad 3.9.  Relacja wiekszosci > w zbiorze liczb rzeczywistych jest
W nim przeciwsymetryczna.

Przyktad 3.10. Relacja > bycia wiekszym lub rownym w zbiorze liczb
rzeczywistych jest w nim antysymetryczna.

Przyktad 3.11. Relacja okreslona przez warunek ,x jest zakochany w y” nie
jest symetryczna w zbiorze ludzi; nie jest ona tez w nim ani przeciwsymetrycz-
na, ani antysymetryczna.
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Wtasnosci relacji binarnych: przechodnioSc i spojnosc

Definicja 3.8. Mowimy, ze relacja binarna R jest:
(i) przechodnia w zbiorze A witw

Vxe AVye AVz e A(XRy A yRz > xRz),
(ii) spojna w zbiorze Awtw Vx e AVy e A (xRy v yRx v x =y).

Przyktad 3.12. Relacja wiekszosci > w zbiorze liczb rzeczywistych jest
W nim przechodnia.

Przyktad 3.13. Relacja > bycia wiekszym lub rownym w zbiorze liczb
rzeczywistych jest w nim spojna.

Przyktad 3.14. Relacja lubienia kogo$ w zbiorze ludzi nie jest w nim ani
przechodnia, ani spojna.
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Relacje rownowaznosciowe | klasy abstrakcji

Definicja 3.9. Mowimy, ze relacja binarna R jest relacjg rownowaznoscio-
wa w zbiorze A witw R jest w A zwrotna, symetryczna i przechodnia.

Przyktad 3.15.  Relacja identycznosci = jest relacjg rownowaznosciowg
w dowolnym zbiorze.

Przyktad 3.16. Relacja posiadania tego samego wzrostu jest relacjg
rownowaznosciowg w zbiorze wszystkich ludzi.

Definicja 3.10.  Niech A bedzie niepustym zbiorem, zasS R bedzie relacjg
binarng w A | zarazem rownowaznosciowg w A. Klasg abstrakcji ele-

mentu x € A wzgledem relacji R nazywamy zbior.
[XIr ={y € A: xRy}.

Komentarz: Do klasy abstrakcji elementu x € A wzgledem relacji rowno-
waznosciowe] R w A nalezg wszystkie te elementy zbioru A, ktore po-
zostajg w relacji R do x, i tylko one.
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Relacje rownowaznosciowe | klasy abstrakcji

Twierdzenie 3.1. Niech A bedzie niepustym zbiorem, natomiast R niech
bedzie relacjg binarng w zbiorze A. Jezeli R jest relacjg rownowazno-

sciowg w A, to dla dowolnych elementow x, y € A:

(i) X € [X]g,

(i)  [Xlr = [ylr wiw xRy,

(i) Jjesli[x]r# [V]r, to [X]r N [Ylr = ©.
Uwaga: Przypominam, ze przyjelismy tutaj, ze R, bedac relacjg binarng, jest
niepustym zbiorem par uporzgdkowanych.

Twierdzenie 3.2. (zasada abstrakcji) Niech A bedzie niepustym zbiorem i
niech R bedzie binarng relacjg rownowaznosciowg w A. Relacja R
ustala podziat zbioru A na roztgczne i niepuste podzbiory (mianowicie
klasy abstrakcji) w taki sposob, ze dwa elementy x, y zbioru A nalezg
do tego samego podzbioru witw xRy.

Notacja: Przez A / R oznaczamy zbior wszystkich klas abstrakcji relacji R
w zbiorze A.
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Porzadki i liniowe porzgadki

Definicja 3.11. Niech R bedzie relacjg binarng w zbiorze A. Relacje R na-
zywamy porzadkujgcg zbior A wiw R jest zwrotna, przechodnia i anty-
symetryczna w A. Mowimy wowczas, ze R porzadkuje zbior A, i pare
uporzgdkowang <A, R> nazywamy zbiorem uporzgadkowanym.

Przyktad 3.17. Relacja niewiekszosci < w (dowolnym) niepustym zbiorze
liczb rzeczywistych porzadkuje ten zbior.

Relacja inkluzji — w (dowolnym) zbiorze podzbiorow danego zbioru
niepustego porzadkuje ten zbior.

Definicja 3.12. Relacje binarng R w zbiorze A nazywamy liniowo porzad-
Kujgcg zbior A witw R porzgdkuje zbior A | ponadto R jest spojna w A.
Mowimy wowczas, ze relac/a R liniowo porzadkuje zbior A, | pare upo-
rzgdkowang <A, R> nazywamy zbiorem liniowo uporzgdkowanym /ub
tancuchem.

Przyktad 3.18: Relacja niewiekszosci < w (dowolnym) niepustym zbiorze
liczb rzeczywistych liniowo porzadkuje ten zbior.
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Dziatania na relacjach

Poniewaz relacje zostaty zdefiniowane jako zbiory, mozna na nich
wykonywac te same dziatania, co na zbiorach.

Dziataniami specyficznymi dla relacji sg dziatania konwersu i iloczy-
nu wzglednego.

Definicja 3.13. Konwersem relacji binarnej R nazywamy relacje R okreslo-
ng wzorem.
xRy < yR X.
Konwers relacji nazywamy tez relacjg odwrotna.
Przyktad 3.19. Konwersem relacji bycia mezem jest relacja bycia zona.

Definicja 3.14. Niech R, S bedg relacjami binarnymi. lloczynem wzgled-
nym relacji R i S jest relacja R o S okreslona nastepujgco:.

X(Ro S)y <> 3z (xRz A zSy).

Przyktad 3.20. lloczynem wzglednym relacji bycia mezem i relacji bycia
corka jest relacja bycia zieciem.
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Funkcje jednoargumentowe
Niech R ={<a, b>, <b, c>, <c, b>}
S ={<a, b>, <b, ¢>, <c, a>}
T ={<a, b>, <a, c>, <b, c>, <c, b>}
gdzie a, b, ¢ sg rozne miedzy sobg. Relacje Ri S sg funkcjami, pod-
czas gdy relacja T nie jest funkcja.

relacja R relacja T



Funkcje jednoargumentowe

Definicja 3.15. Relacje R — A x B nazywamy funkcjg jednoargumentowg
wtw spetnione sg nastepujgce warunki.

(i) Vx € Dgr 3y € B (xRy),
(ii) Vxe DrVy e BYz e B(xXRy A xRz — y = z).

Komentarz: Warunki te sprowadzajg sie do wymagania, aby kazdemu
elementowi dziedziny Dg relacji R byt przyporzadkowany doktadnie je-
den element zbioru B. Przypomnijmy, ze na mocy definicji 3.4 mamy
DR C A.

Nie wykluczajg one natomiast ani tego, ze dany element zbioru B
jest przyporzadkowany kilku elementom zbioru Dg, ani tez tego, ze
pewne elementy zbioru B nie sg przyporzadkowane zadnym elemen-
tom zbioru Dg.
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Funkcje jednoargumentowe

Terminologia i notacja: Funkcje oznaczamy symbolami f, g, ... . Zbior Dy
(czyli dziedzina funkcji f traktowanej jako relacja binarna) jest zbiorem
argumentow funkcji f, natomiast przeciwdziedzing D*f jest jej zbiorem
wartosci. Wartosc funkcji jednoargumentowej f dla argumentu x — tj. ten
jedyny element y € B taki, ze <x, y> € f— oznaczamy przez f(x).
Napis:
f-A|>B

mowi nam, ze f jest funkcjg, ktérej zbiorem argumentow jest A (tj. Dr =
A) i ktorej wartosci nalezg do B (tj. D*; — B); gdy f jest takg funkcja,
mowimy, ze f przeksztatca (lub odwzorowuje) zbior A w zbiér B, albo

tez krotko, ze f jest funkcja ze zbioru A w zbior B. Zbiér wszystkich
funkciji ze zbioru A w zbidor B oznaczamy przez B".
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Funkcje jednoargumentowe

Definicja 3.16. Funkcje f. A |-» B nazywamy wzajemnie jednoznaczng
Witw VX1 € AVXy € A (X1 # X2 — (xq) # f(X2)).

Funkcje wzajemnie jednoznaczng nazywamy tez roznowartosciowg, albo jed-
nojednoznaczng. Czasami tez funkcje takie okreslane sg mianem iniekcji albo

monomorfizmow..

Definicja 3.17. Funkcje f. A |- B nazywamy funkcjg przeksztatcajgcg zbior
A na zbior Bwitw Yy € B3ax € A (y = (x)).

,2Funkcje na” to inaczej suriekcje lub epimorfizmy.

Definicja 3.18. Funkcje f. A |—»> B nazywamy bijekcjg wtw f jest wzajemnie
Jjednoznaczna oraz f przeksztatca zbior A na zbior B.
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Funkcje wieloargumentowe (wielu zmiennych)

Definicja 3.19. Niech A bedzie dowolnym niepustym zbiorem. Funkcje
f. A" |- B nazywamy funkcja m zmiennych przebiegajgcych zbior A i o
wartoSciach nalezgcych do zbioru B.

Funkcje wiecej niz 1 zmiennej nazywamy tez funkcjami wieloargumentowymi.

Przyktad 3.21. Funkcja f: N° |— N okres$lona przez rownoseé:

fix,y)=x+y
jest dwuargumentowa.

Przyktad 3.22. Funkcja g: N° |—> N dana wzorem:
gix,y,z)=xey+z
jest tréjargumentowa.

Uwaga: Czasami potrzebne sg nam funkcje, ktére przyporzadkowujg kazdemu
elementowi iloczynu kartezjanskiego réznych niepustych zbiorow A4, A,, ..., A,
pewien element jakiegos zbioru B. Funkcje tego typu mozna okreslic jako

funkcje jednoargumentowe ze zbioru A, x A, x ... x A, w zbior B.
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Ciggi

Skonczony cigg n-wyrazowy elementow zbioru A mozemy utozsa-
miC z n-tkg uporzgdkowang elementow zbioru A.

Ciag taki mozemy tez zdefiniowac jako funkcje ze zbioru {1, ..., n} w
zbior A.

W przypadku nieskonczonych ciggow elementow niepustego zbioru
A wygodnie jest utozsamic je z funkcjami ze zbloru (wszystkich) liczb
naturalnych N w zbiér A, tj. z funkcjami typu AM. Funkcja taka przypo-
rzadkowuje kazdej Ilczble naturalnej / doktadnie jeden element zbioru A;
element ten nazywamy i-tym wyrazem ciggu. Cigg nieskonczony ma
przeliczalnie nieskonczenie wiele wyrazow, niekoniecznie réznych mie-
dzy soba.

Jakkolwiek zrobimy, cigg skonczony, ktorego kolejnymi wyrazami sg
a., a, ... , ap zapisujemy jako <ai, ay, ..., an>.
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Ciggi

Piszac s = <S4, Sy, ....>, mamy na mysli to, ze s jest ciggiem (byc¢

moze nieskonczonym), ktérego kolejnymi wyrazami sg sS4, So, ...; I-ty
wyraz ciggu s oznaczamy przez s;.
Podobnie piszagc s = <s1, Sy, ..., S, chcemy powiedziec, ze s jest

skonczonym ciggiem, ktorego kolejnymi wyrazami sg sS4, So, ..., Sp.
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Uwagi koncowe. Wyjsciowym pojeciem, z ktorego korzystalismy w tym wyktadzie,
byto pojecie zbioru: n-tki uporzadkowane, iloczyny i potegi kartezjanskie, a na-
stepnie relacje i funkcje byty definiowane krok po kroku jako szczegolnego ro-
dzaju zbiory. Mowigc ogolnie, przedstawilismy tu standardowe podejscie teo-
riomnogosciowe. Czasami jednak matematycy postepujg inaczej: na poczatek
definiujg pojecie funkcji jako pewnego rodzaju odwzorowania zbioru w zbior,
nastepnie okreslajg ciggi jako funkcje (w sposéb, ktory naszkicowaliSmy wy-
zej), a dalej, korzystajgc z pojecia ciggu, wprowadzajg pojecie iloczynu karte-
zjanskiego i definiujg relacje jako podzbiory iloczynow kartezjanskich. Oba po-
dejscia sg rownoprawne.

Na koniec dwa drobne ostrzezenia. Po pierwsze, terminologia dotyczaca
relacji nie jest ustalona w tym sensie, ze w réznych podrecznikach mozna zna-
lezC r6zne nazwy (np. zamiast ,przeciwsymetryczna” mowi sie ,asymetryczna”
etc.). Po drugie, definiujgc zwrotnos¢, symetrycznosc¢ etc. relacji binarnych,
okreslaliSmy w istocie zwrotnos¢, symetrycznosc¢ etc. w — dowolnym ale usta-
lonym — zbiorze A, a nie zwrotnos¢, symetrycznosc¢ etc. relacji okreslonej w
danym zbiorze A wzgledem tego zbioru. Uwazna lektura odpowiednich partii
podanych nizej pozycji moze uczynic to rozroznienie bardziej zrozumiatym.
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