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Wprowadzenie do semantyki teoriomodelowej cz.1



Mamy dwa cele:
1) zdefiniowacC pojecie prawdy dla formut zdaniowych jezyka pierwsze-
go rzedu,
2) przy pomocy pojecia prawdy zdefiniowac¢ dalsze wazne pojecia se-
mantyczne dla jezykow pierwszego rzedu, takie jak wynikanie logiczne,
tautologicznosc¢, sprzecznosc i inne.

Aby ,zablokowac” powstanie paradoksu ktamcy, przyjmujemy na-
stepujgcy zasade:

Pojecie prawdy dla danego jezyka przedmiotowego okreSlamy
w metajezyku tego jezyka.

Aby zdefiniowac pojecie prawdy dla jezykow pierwszego rzedu, po-
trzebujemy szeregu pojec¢ pomocniczych.

Pojecie prawdy zostanie zdefiniowane za pomocg (zrelatywizowa-
nego) pojecia spetniania.

Ale to dopiero na nastepnym wyktadzie. Teraz zajmiemy sie wste-
pem do podstaw.



Wstep
Rozwazmy nastepujgce formuty zdaniowe:
()  P(a, F(b))
(™) Pla, F(x1))
gdzie P jest predykatem dwuargumentowym, F jest symbolem funkcyj-

nym jednoargumentowym, a i b sg statymi indywiduowymi oraz x; jest
zmienng indywiduowa.

Pytanie: Czy formuta (*) jest prawdziwa?

Aby moéc na to pytanie odpowiedzieC, musimy uprzednio ustali¢, do
czego odnoszg sie symbole P, F, ai b. Mozemy to zrobiC na rézne spo-
soby — mozemy je roznie interpretowac.



Wprowadzenie

Przyktad 2.1. Przypusémy, ze dziedzing (lub uniwersum) naszych rozwa-
zan jest zbior liczb naturalnych. Niech:
- stata indywiduowa a oznacza liczbe 2,
- stata indywiduowa b oznacza liczbe 1,
- predykat P oznacza relacje identycznosci, =, w zbiorze liczb
naturalnych N,
- symbol funkcyjny F oznacza funkcje nastepnika, S, tj. funkcje
S:N|—> Ntakg,ze S(y)=y + 1.
Przy takiej interpretacji formuta zdaniowa:
()  Pa, Ab))
jest, intuicyjnie rzecz biorgc, prawdziwa, jako ze orzeka ona, iz nastep-
nik liczby 1 jest rowny liczbie 2 — a tak wiasnie jest w dziedzinie liczb
naturalnych.



Wprowadzenie

Gdyby natomiast — przyktadowo — stata indywiduowg b rozumiec ja-
ko oznaczajgcg liczbe 2, to — zaktadajgc, ze nadal méwimy o uniwer-
sum liczb naturalnych i pozostate state pozalogiczne sg rozumiane
analogicznie jak poprzednio — formuta (*) bytaby fatszywa.

Zauwazmy, ze aby rozstrzygngc, jaka jest wartosc¢ logiczna formuty:
()  P(a, F(b))
nie wystarczy wiedzieC, jak rozumiane sg state pozalogiczne wystepu-

jace w tej formule — trzeba jeszcze wiedzieC ,jak sie rzeczy majg” w
uniwersum, o ktorym mowimy.

Gdybysmy jednak nie wiedzieli, do czego odnoszg sie state pozalo-
giczne formuty (*), pytanie o wartos¢ logiczng tej formuty bytoby Zle po-
stawione. Innymi stowy, prawdziwosc/fatszywosc¢ formut jezyka pierw-
szego rzedu musimy zawsze zrelatywizowac do interpretacji jezyka, w
ktorym formuty te zostaty zapisane.



Interpretacje (modele) jezyka pierwszego rzedu

Najobszerniejszym jezykiem pierwszego rzedu jest jezyk Klasycz-

nego Rachunku Predykatow (dalej: KRP). Zdefiniujemy najpierw poje-
cie interpretacji jezyka KRP.

Definicja 2.1. Interpretacjg jezyka KRP nazywamy dowolng pare uporzgd-
kowang <U, A>, gdzie U jest niepustym zbiorem, natomiast A jest funk-
c/g okreSlona na zbiorze wszystkich statych pozalogicznych rozwaza-
nego jezyka, spetniajgcg nastepujgce warunki.

(a) dla dowolnej statej indywiduowej a;, A(a;) € U,

(b) dla dowolnego predykatu n-argumentowego P,", A(P(") jest

n-cztonowg relacjg w zbiorze U,

(c) dla dowolnego n-argumentowego symbolu funkcyjnego F;",

A(F(") jest n-argumentowa funkcja, ktérej argumenty i wartoSci

nalezg do zbioru U.

Gdy <U, A> jest interpretacjg jezyka KRP, to zbior U nazywamy
uniwersum (lub dziedzing) tej interpretacji, natomiast funkcje A okre-
Slamy mianem funkcji denotowania (lub funkcji interpretujgcej).




Interpretacje (modele) jezyka pierwszego rzedu

Komentarze. Zauwazmy, ze funkcja denotowania przyporzgdkowuje kaz-
dej state] indywiduowej jakis element uniwersum, kazdemu predykatowi
n-argumentowemu (gdzie n > 1) pewng relacje n-cztonowg w uniwer-
sum oraz kazdemu symbolowi funkcyjnemu n-argumentowemu (gdzie n
> 1) pewng funkcje n-argumentowg o argumentach i wartosciach nale-
zgcych do uniwersum. Nie jest natomiast konieczne, aby kazdy element
uniwersum byt wartoscig funkcji denotowania dla jakiejs statej indywi-
duowej — dopuszcza sie istnienie ,bezimiennych” elementow uniwer-
sum.

Poniewaz definicja 2.1 wymaga od zbioru U tylko niepustosci, na-
tomiast od funkcji A - tylko spetnienia okreslonych warunkéw, istnieje
nieskonczenie wiele réznych interpretacji jezyka KRP.

Pojecie interpretacji dla jezykow pierwszego rzedu ,ubozszych” niz
jezyk KRP okreslamy analogicznie, ewentualnie pomijajgc klauzule do-
tyczace statych indywiduowych i/lub symboli funkcyjnych jesli takie wy-
razenia nie wystepujg w analizowanym jezyku.



Interpretacje (modele) jezyka pierwszego rzedu

Przyktad 2.2. Niech L* bedzie jezykiem pierwszego rzedu, ktoérego jedy-
nymi statymi pozalogicznymi sg predykat dwuargumentowy P, state in-
dywiduowe a i b oraz symbol funkcyjny jednoargumentowy F. Oto przy-
ktad konkretnej interpretacji tego jezyka:

<N, A>

gdzie N jest zbiorem liczb naturalnych, A(P) jest relacjg identycznosci w
N, A(F) jest funkcjg nastepnika S oraz:

- A(a) = 2,
- A(b) = 1.

Uwaga dla purystow: Interpretacje definiujemy zawsze w metajezyku. W zwigzku z
tym, Scisle rzecz biorgc, w definicji zamiast statych pozalogicznych jezyka
przedmiotowego L* nalezatoby uzy¢ nazw tych statych, np. nazw cudzystowo-
wych. Poniewaz jednak niczym to nie grozito, postgpilismy jak postgpilismy :)



Interpretacje (modele) jezyka pierwszego rzedu
Dygresja 2.1. Gdy mamy do czynienia z jezykiem pierwszego rzedu, w
ktorym wystepuje skonczona i stosunkowo niewielka liczba statych po-
zalogicznych, interpretacje takiego jezyka wygodnie jest okreslac jako
Struktury, a nie jako pary uporzgdkowane. Struktura:
($) <N, =, Sa 2, 1>

jest wyznaczona przez interpretacje jezyka L* podang w przyktadzie
1.2, jako ze (9) jest tym samym, co:

<N, A(P), A(F), A(a), A(b)>.
Z drugiej strony, majgc dang strukture ($), mozemy z tatwoscig przejsé
do interpretacji jezyka L* podanej w przyktadzie 1.2.
Dygresja 2.2. To, co wyzej nazwalisSmy interpretacjami jezykOw pierwsze-
go rzedu, bywa tez czesto nazywane modelami tych jezykow. Termin

,model jezyka” jest tez uzywany dla oznaczenia struktur wyznaczanych
(w sensie naszkicowanym wyzej) przez interpretacje/modele.



WartoSciowania i wartosci termow: intuicje

Rozwazmy teraz formute zdaniowa:

(™) P(a, F(x1))
przyjmujac, ze jest to formuta jezyka L*. Wezmy pod uwage interpreta-
cje tego jezyka podang w przyktadzie 2.2. Formuta (**) zyskuje teraz
nastepujacy przektad na metajezyk:

(**#) liczba 2 jest rowna nastepnikowi liczby (naturalnej) x.

Formuta zdaniowa (**) jest funkcjg zdaniowg jezyka L*. Podajgc je;
przektad na metajezyk w oparciu o dane, ktérych dostarcza nam defini-
cja interpretacji, otrzymujemy otwarty warunek. Jednoczesnie podana
definicja rozwazanej interpretacji jezyka L* nie wymusza, jakg wartosc¢
przyjmuje zmienna x4y — funkcja denotowania jest okreslona tylko na
zbiorze statych pozalogicznych rozwazanego jezyka.
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WartoSciowania i wartoSci termow

Aby pojsc dalej, potrzebujemy jakiegos ,mechanizmu” ustalania warto-
sci semantycznych dowolnych termow — takze zmiennych indywidu-
owych oraz tych termow ztozonych, w ktoérych wystepujg zmienne in-
dywiduowe.

Notacja: Kolejne wyrazy nieskonczonego ciggu s oznaczamy przez S,
Sz, ... . Metajezykowy napis s; 0znacza i-ty wyraz ciggu s.

Definicja 2.2. Niech M = <U, A> bedzie dowolng ale ustalong interpretacjg
danego Jjezyka pierwszego rzedu. Nieskonczone ciggi elementow uni-
wersum interpretacji M = <U, A> nazywamy M-wartosciowaniami.

Ostrzezenie: Prosze nie mieszac tego pojecia z pojeciem wartosciowania
znanym z semantyki Klasycznego Rachunku Zdan!
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Wartosciowania i wartosci termow

Definicja 2.3. Niech L bedzie jezykiem KRP, niech M = <U, A> bedzie do-
wolng ale ustalong interpretacjg tego jezyka i niech s bedzie dowolnym
ale ustalonym M-wartosciowaniem. Pojecie wartosci termu t jezyka L
przy M-wartosciowaniu s - symbolicznie: t"[s] — okre$lamy nastepuja-
CO:

(i) X M[S] = Si,

(i) a;"[s] = A(a)),

(ii}) Fi(t1, ..., ©)"[8] = A(F")(t1"[8], ..., Tn"[8]).

Gdy rozwazamy jezyki pierwszego rzedu “ubozsze” od jezyka KRP,
powyzsze pojecie okreslamy analogicznie, ewentualnie pomijajgc wa-
runki (i) i/lub (iii) w sytuaciji, gdy w analizowanym jezyku nie wystepuja
state indywiduowe lub symbole funkcyjne.
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Wartosciowania i wartosci termow

Komentarz: Wartoscig i-tej zmiennej x; jest /-ty wyraz wartosciowania.
Poniewaz jednak elementy uniwersum mozemy ,ustawiaC” w ciggi w
roznej kolejnosci, zatem /-ta zmienna moze mieC rozne wartosci przy
roznych wartosciowaniach. Przyktadowo, gdy rozwazamy interpretacje
jezyka L* podang w przyktadzie 2.2, wartosciami zmiennej x; wystepu-
jacej w formule:

(™) Pla, F(x1))
mogg byc, przy roznych wartosciowaniach, zarowno liczba 1, jak i licz-
ba 2 - i dowolne inne liczby naturalne tez. Natomiast przy konkretnym
wartosciowaniu zmienna x4 ma doktadnie jedng wartosc.

Zgodnie z punktem (ii) podanej definicji, wartosci statych indywidu-
owych sg takie same przy kazdym wartosciowaniu. Jak zobaczymy,
wtasnosC te majg wszystkie termy domkniete, tj. nie zawierajgce
zmiennych.
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Wartosciowania i wartosci termow

Wartosci termow zawierajgcych symbole funkcyjne mozemy nato-
miast tatwo ,,obliczy¢”, korzystajgc z punktu (iii) definicji 2.3.
Przyktad 2.3. Rozwazamy jezyk L* i jego interpretacje podang w przykia-
dzie 2.2; oznaczmy te interpretacje przez M*.
Wezmy nastepujgce M*wartosciowanie: s’ =<1, 2, 3, 4, ....>, oraz term
F(x4). ,Obliczamy” nastepujgco:

Fx)" [s'] =
= A(F)(x:""[8’])
=S(1)
= 2.

Uwaga dla purystow: Nasuwa sie :)
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Wezmy teraz M*wartosciowanie s’ =<2, 4, 6, 8, ...>.
F(x1)" [87] =
= A(F)(x:"" [8”])
=S(2)
= 3.
Rozwazmy na koniec term F(F(x3)) oraz M*-wartosciowanie s’’:
F(F(xs))" [s”] =
= A(F)(F(x3)" [s”])
= A(F)AF)(xs" [s”]))
= A(F)(A(F)(6))
= S(S(6))
=3S(7)
= 8.
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Wartosciowania i wartoSci termow

Zatozenie: Od tej chwili zaktadamy — o ile nie zostanie to explicite odwo-
lane! — ze rozwazamy dowolng ale ustalong interpretacie M = <U, A>
dowolnego ale ustalonego jezyka pierwszego rzedu.

Definicja pojecia wartosci termu przy wartosciowaniu zostata tak
skonstruowana, ze zachodzg nastepujace, intuicyjne zaleznosci:
Twierdzenie 2.1. Jezeli s i s8' sg M-wartosciowaniami nie réznigcymi Sie na
miejscach odpowiadajgcych wskaznikom zmiennych wystepujgcych w
termie 1, to

M[s] = M[s.
Dowdd: Znajduje sie w "Dodatku 1" na koncu tej prezentaciji.

Twierdzenie 2.1 implikuje, ze na wartos¢ termu majg wptyw tylko te
wyrazy wartosciowania, ktére ,odpowiadajg” wskaznikom zmiennych
wystepujgcych w termie. Wynika stgd w szczegolnosci, ze wartosci ter-
mow domknietych, tj. nie zawierajgcych zmiennych, sg takie same przy
danej interpretacji z uwagi na wszystkie wartosciowania.
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WartoSciowania i wartoSci termow

Twierdzenie 2.2. Niech o i B bedg termami. Jezelis i s' sg

M-warto$ciowaniami takimi, ze s' = <si, ..., Si-4, &"[8], Sis1, ...>, tO
Blxi/o]"[s] = B [s].

Dowdd: Znajduje sie w "Dodatku 2" na koncu tej prezentacji.

Tresc twierdzenia 2.2 mozna skrotowo wyrazi€¢ nastepujgco: war-
tos¢ ,nowego” termu przy ,starym” wartosciowaniu jest rowna wartosci
,starego” termu przy ,nowym” wartosciowaniu. Jak zobaczymy, twier-
dzenie to ma istotne zastosowania.
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Wartosciowania i wartosci termow

Wrocmy teraz do funkcji zdanioweyj:

(™) Pla, F(x1))
Gdy mamy dane zaroéwno interpretacje jezyka, jak i pewne wartoscio-
wanie z uniwersum tej interpretac;ji, formuta (**) wyraza jasno okreslong
tres¢ — z tym, ze ta trescC jest rézna przy roznych wartosciowaniach
(mowigc scislej, przy wartosciowaniach roznigcych sie wartosciami
zmiennej x4). Dla interpretacji scharakteryzowanej w przyktadzie 2.2 |
wartosciowania s’ rozwazanego w przyktadzie 2.3. wartoscig zmiennej
X, jest liczba 1, natomiast wartoscig x4 przy wartosciowaniu s’’ jest licz-
ba 2. Wartosci termu F(x4) to odpowiednio 2 i 3.

Przypomnijmy jednak, ze formuta (**) jest funkcjg zdaniowg, a nie
zdaniem. Semantycznie rzecz biorgc, funkcje zdaniowe wyrazajg otwar-
te warunki, ktore mogg byC spefniane przez pewne obiekty. Natomiast
otwarty warunek nazwiemy prawdziwym wowczas, gdy jest on spetnio-
ny przez wszystkie obiekty rozwazanego rodzaju.
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Kolejny krok w semantyce teoriomodelowej polega na okresleniu
nastepujgcego pojecia:

Formuta zdaniowa A jest spetniona przy interpretacji M przez M-
wartosciowanie s.

O tym jednak na nastepnym wyktadzie.
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Dodatek 1: Dowod twierdzenia 2.1
Twierdzenie 2.1. Jezeli s i s8' sg M-wartosciowaniami nie réznigcymi Sie na
miejscach odpowiadajgcych wskaznikom zmiennych wystepujgcych w
termie 1, to

M[s] = M[s.

Dowod: Twierdzenia dowodzimy przez indukcje strukturalng wzgledem budowy
termu .
Przypadek 1. Term t jest zmienng indywiduowg; t = x;.

Na mocy zatozenia, s; = s'. Z definicji pojecia wartosci termu przy warto-
sciowaniu dostajemy:

™[s] = x"[s] = 5= 8= x"[s]="[s].

Zatem w rozwazanym przypadku t"[s] = t" [s'].

Przypadek 2. Term t jest stalg indywidualng; t = a,. Na mocy definicji 2.3:
[s] = a"'[s] = A(a) = a;" [s] = "' [$']

Ponownie dostajemy t"[s] = t" [s'].
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Dodatek 1: Dowod twierdzenia 2.1 c.d.

Przypadek 3: Term t ma posta¢ Fy'(t1, ..., Tn).
Zatozenie indukcyjne:

*)t"[s] = z"[s] dla1<i<n.

Na mocy definicji mamy:

M[s] = F (1, ..., t)"[s] = A(F) (x4 [S], ..., Tn"[S]).

M[s'] = F(t4, ..., ) "[s'] = A(F) @ M8, ..., T [S']).

Korzystajgc z zatozenia indukcyjnego (*) dostajemy:

A(F")(t1"[8], ..., Ta"[8]) = A(F") (@[S, ..., Ta"[S']).
Tak wiec

F(t1y oy t0)VI8] = F(t4, ooy 10)Y[S']

czyli takze w tym przypadku " [s] = ¥ [s'].
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Dodatek 2: Dowod twierdzenia 2.2

Twierdzenie 2.2. Niech o i B bedg termami. Jezelis | s’ sg

M-warto$ciowaniami takimi, ze s' = <sy, ..., Si4, &"[8], Sis1, ...>, tO
Blxi/o]"[s] = B [s].

Dowod: Twierdzenia dowodzimy przez indukcje strukturalng wzgledem budowy

termu 3. Korzystamy z definicji operacji podstawiania termu za zmienng w
termie (zob. kurs "Logika 1").

Przypadek 1. Term (3 jest zmienng indywiduows; 3 = X;.
Podprzypadek 1a: i = j, czyli x; = x..
Z definicji podstawiania dostajemy: x[x;/a] = a.. Zatem:
Blxi/a]"[s] = xlxi/a]"[s] = a"[s],
BY[s]=x"[s7=x"[s"] = a"[s].

Tak wiec B[x;/a]"[s] = p¥[s'].
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Dodatek 2: Dowod twierdzenia 2.2 c.d.
Podprzypadek 1b: i # j, czyli x; # x;.
Z definicji podstawiania mamy: xjx;/a] = X;.
Zauwazmy, ze xV[s] = xM[s"]. Zatem B[x;/a]"[s] = B¥ [s'].
Przypadek 2: Term B jest statg indywidualng; B = a,. Czyli B[X;/a] = a[xi/a].

Z definicji podstawiania dostajemy ay[x;/a] = ax. Z kolei na mocy definicji
pojecia wartosci termu przy wartosciowaniu mamy:

aMs] = Aay) = a" [S']
Wnosimy stad, ze w rozwazanym przypadku zachodzi B[x,-/oc]M[s] = BM [Ss'].
Przypadek 3. Term B ma postac F/'(t4, ..., Tn).
Zatozenie indukcyjne:
(**) glxila]"[s] = g[8 dla 1 << n.
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Dodatek 2: Dowod twierdzenia 2.2 c.d.
Z definicji podstawiania mamy:
F'(t1, ..., To)[Xilo] = F"(t[xila], ..., ta[Xila]).
Zatem B[x;/a]Y[s] = F"(t[xi/0], ..., ta[x:/a])"[s].
Korzystajgc z definicji pojecia wartosci termu przy wartosciowaniu dostajemy:
F(ulxilal, ..., tabx/a])"[s] = A(F)(mbala]™[s], ..., Tabxila]"[s]).
W oparciu o zatozenie indukcyjne (**) dostajemy:
A(Fkn)(T1[Xi/a]M[s]’ Tn[Xi/OC]M[S]) = A(Fkn)(ﬁM[S'], T1M[S'])-

Jednoczesnie na mocy definicji pojecia wartosci termu przy wartosciowaniu
mamy:

A(F) @IS, -, ttds]) = (x4, .., )" [S]:
Tak wiec zachodzi:

Fl(txila], ..., talxila])[s] = F"(t4, ..., o)V [8']
czyli B[x;/o]Y[s] = BM[s].
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