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Intuicyjne pojecie spetniania
Celem jest podanie definicji nastepujgcego pojecia:

Formuta zdaniowa A jest spetniona przy interpretacji M przez
M-wartoSciowanie s.

Zaktadam znajomosc poje¢ wprowadzonych na poprzednim wykta-
dzie )

Aby przyblizyC intuicje, na poczatek zajmiemy sie stosunkowo ubo-
gim jezykiem pierwszego rzedu.



Intuicyjne pojecie spetniania

Bedzie to jezyk L* o ktorym mowiliSmy na poprzednim wyktadzie.
Jezyk L* jest jezykiem pierwszego rzedu, ktérego jedynymi statymi po-
zalogicznymi sg: predykat dwuargumentowy P, state indywiduowe a i b
oraz symbol funkcyjny jednoargumentowy F.

Wezmy nastepujgcy interpretacje jezyka L* (r6znigcg sie nieco od

poprzednio rozwazanej):
<N, A>

gdzie N jest zbiorem liczb naturalnych, A(P) jest relacjg < mniejszosci
w N, A(F) jest funkcjg nastepnika S oraz:

- A(a) = 2,

-A(b) = 7.
Oznaczmy te interpretacje przez My.
Rozwazmy teraz formute zdaniowa:

(™) Pla, F(x1))



Intuicyjne pojecie spetniania: formuty atomowe

Przy rozwazanej interpretacji jezyka formuta zdaniowa P(a, F(x4)) ,gto-
si” co nastepuje (ij. jej przektadem na metajezyk jest):
(**%)  liczba 2 jest mniejsza od nastepnika liczby (naturalnej) x.

[Formuta zdaniowa P(a, F(x1)) jest funkcjg zdaniowg jezyka L*. Jej
przektadem na metajezyk - w oparciu o dane, ktorych dostarcza nam
definicja interpretacji My - jest otwarty warunek.]

Powiemy zapewne, ze:
(i) liczba 4 spetnia warunek (**$)
lub
(i) formuta zdaniowa P(a, F(x,)) jest spetniona przy interpretacji My
przez liczbe 4.
rozumiejgc pojecie spetniania w jego potocznym sensie.

Dlaczego uzyjemy tych sformutowan? Poniewaz 2 <5, a $(4) = 4 +
1=3.



Dygresja: metajezykowe nazwy wyrazen jezyka przedmiotowego

Dygresja 3.1. (i’) jest wypowiedzig w metajezyku jezyka L*. Zwrot ,formu-
fa zdaniowa P(a, F(x4))” jest nazwg analizowanej formuty, nazwg nale-
zgcg do metajezyka jezyka L*.

W metalogice czesto postepujemy w podobny sposob: poprzedza-
jac odpowiednie — konkretne! - wyrazenia jezyka przedmiotowego zwro-
tami takimi, jak ,term”, [formuta zdaniowa”, ,funkcja zdaniowa”, ,zdanie”
etc. otrzymujemy metajezykowe nazwy rozwazanych wyrazen jezyka
przedmiotowego.



Intuicyjne pojecie spetniania: formuty atomowe
Rozwazmy teraz nastepujgcg formute zdaniowg jezyka L™
(") P(x1, F(x2))

oraz — ponownie - interpretacje My tego jezyka. Przektadem na metaje-
zyk — z uwagi na interpretacje My - formuty (***) jest:

(****) liczba (naturalna) x jest mniejsza od nastepnika liczby (naturalnej) y.
Sktonni bedziemy — przyktadowo - stwierdzi¢ co nastepuije:
(ii) uktad liczb <1, 2> spetnia warunek (***$),
(iii) ukfad liczb <2, 1> nie spetnia warunku (***$),

(ii") formuta zdaniowa P(xy, F(x,)) jest spetniona przy interpretacji My
przez (uporzgdkowang) pare liczb <1, 2>,

(iii’) formuta zdaniowa P(x4, F(x2)) nie jest spetniona przy interpreta-
cji My przez (uporzgdkowang) pare liczb <2, 1>.

Zauwazmy, ze kolejnosc, w jakiej wystepujg liczby 11 2, jest istotna.



Intuicyjne pojecie spetniania

Istniejg funkcje zdaniowe o wiecej niz dwoch zmiennych wolnych. Za-
miast za kazdym razem charakteryzowac ,liczebnos¢ uktadu” obiektow
spetniajgcych/nie spetniajgcych odpowiednig funkcje zdaniowg, wygod-
niej jest okresli¢ pojecie spetniania formuty zdaniowej przez ciag obiek-
tow, najlepiej — cigg nieskonczony. Takie ciggi to jednak nic innego niz
wartosciowania z uniwersum interpretacji; przyktadowo, nieskonczony
cigg liczb naturalnych to przeciez Mg-wartosciowanie.

Rozwazmy dla przyktadu dwa Mg-wartosciowania:
s*=<1,2,3,4,..>
s*=<21,3,4,.>



Intuicyjne pojecie spetniania: formuty atomowe
Wartoscig x4 przy Mgwartosciowaniu s* (ij. <1, 2, 3, 4, ....>) jest
liczba 1, natomiast wartoscig zmiennej x; jest liczba 2. Z kolei wartoscig
termu F(x,) przy wartosciowaniu s* jest nastepnik liczby 2, tj. liczba 3.
Mozemy powiedziec, ze:
(i”’) Formuta zdaniowa P(xy, F(xo)) jest spetniona przy interpretacji
My przez Mg-wartoSciowanie s*.
majgc na mysli to, ze zachodzi nieréwnosc¢ 1 < $(2), gdzie S(2) = 2+1 =
3. Ze tak jest, wiemy z arytmetyki.
Zauwazmy teraz, ze warunek 1 < §(2) mozemy rownowaznie zapisac
nastepujgco:
A(P)(x1"[s], F(xz)"s").
Dygresja 3.2. To, ze relacja dwucztonowa r zachodzi miedzy obiektami o4
| 0,, mozemy wyrazi¢ zarOwno wzorem o4r 0,, jak i wzorem r(o4, 0,).
Przyktadowo, napisy 1 < $(2) oraz <(1, S(2)) majg te samg tresc.
Niby to oczywiste, ale warto o tym przypomniec :)



Intuicyjne pojecie spetniania: formuty atomowe

Teraz rozwazmy Mgwartosciowanie s** (tj. <2, 1, 3, 4, ...>). Warto-
Sciami zmiennych x; i xo przy wartosciowaniu s** sg, odpowiednio, licz-
by 2 i 1. Wartoscig termu F(x,) jest liczba 2. Mamy:

(iv’’) Formuta zdaniowa P(xy, F(x2)) nie jest spetniona przy interpre-

tacji My przez Mg-wartosciowanie s**.
jako ze nie jest tak, iz 2 < S§(1) — bo S(1) = 2. To, ze (iv’’) zachodzi,
wiemy z arytmetyki.

Warunek niezbedny i wystarczajgcy tego, aby formuta zdaniowa
P(x4, F(x2)) byta spetniona przy interpretacji Mg przez
Mg-wartosciowanie s** mozemy natomiast zapisa¢ nastepujgco:

A(P)(x,"[s™*], F(x,)""[s™])
Tyle daje nam semantyka.



Intuicyjne pojecie spetniania: formuty atomowe
Wroemy teraz do formuty (funkcji) zdaniowej:
(™) P(a, F(x1))
Z uwagi na interpretacje My formuta ta ,gtosi’, iz:
(**$) liczba 2 jest mniejsza od nastepnika liczby (naturalnej) x.

Wezmy ponownie Mgwartosciowanie s** = <2, 1, 3, 4, ....>. Warunek
niezbedny i wystarczajgcy tego, aby formuta zdaniowa P(a, F(x;)) byta
spetniona przy interpretacji My przez Mg-wartosciowanie s** jest naste-
pujgcy:

A(P)(@"s**], F(x1)"s™])
Podobnie jak poprzednio, A(P) = <. Jednoczesnie aM#[s**] = A(a) = 2, a
ponadto F(x; )M#[s**] = 3. Zatem arytmetyka pokazuje, ze formuta zda-
niowa P(a, F(x)) jest spetniona przy interpretacji Mg przez
Mg-wartosciowanie s**. Semantyka pokazuje jedynie, co to znaczy, ze
Jest ona spetniona.
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Intuicyjne pojecie spetniania: formuty atomowe
Uogolnijmy teraz powyzsze spostrzezenia.
Formuty atomowe jezyka L* majg postac:
P(’C 1 ,’Cz)

gdzie 14,7, sg termami jezyka L*. Niech M = <U, A> bedzie dowolng ale
ustalong interpretacjg jezyka L* natomiast s bedzie dowolnym ale
ustalonym M-wartosciowaniem. Mamy:

Atomowa formuta zdaniowa o postaci P(t4,t,) jest spetniona przy in-
terpretacji M przez M-wartosciowanie s witw

A(P)(t1"[s], ©2" [s]).

Komentarz: A(P) jest relacjg przyporzgdkowang predykatowi P przez
funkcje denotowania A interpretacji M. Warunek A(P)(t" [s], " [s])
stwierdza, ze relacja ta zachodzi miedzy elementami uniwersum U roz-
wazanej interpretacji bedacymi wartosciami termow t4, 1o przy M-
wartosciowaniu s.
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Intuicyjne pojecie spetniania: formuty atomowe

Rozwazmy teraz dowolny jezyk pierwszego rzedu. Formuty atomo-
we tego jezyka majg schemat:

Pkn(’t1,..., ’Cn)

Niech M = <U, A> bedzie dowolng ale ustalong interpretacjg analizo-
wanego jezyka, natomiast s bedzie dowolnym ale ustalonym M-
wartosciowaniem.

Atomowa formufa zdaniowa o postaci Py'(t4,..., t,) jest spetniona
przy interpretacji M przez M-wartosciowanie s witw

AP Ms],..., T [s]).

Komentarz: Podobny jak poprzednio :)
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Definicja spetniania
Jak dotad okreslilismy pojecie spetniania tylko dla przypadku ato-

mowych formut zdaniowych. Petna definicja tego pojecia jest indukcyjna
— jest to indukcja z uwagi na budowe formut zdaniowych.

Rozwazamy dowolny ale ustalony jezyk pierwszego rzedu, dowolng
ale ustalong interpretacie M = <U, A> tego jezyka oraz dowolne ale
ustalone M-wartosciowanie s.

Notacja: Napis s(u/s)) oznacza M-wartosciowanie roznigce sie od M-
wartosciowania s co najwyzej tym, ze i-tym wyrazem M-wartosciowania
s[u/sj] jest element u uniwersum U interpretacji M.

Zamiast formuta zdaniowa A jest spetniona przy interpretacji M
przez M-wartosciowanie s” piszemy krotko:

ME A [s].

Z kolei zamiast ,Nie jest tak, ze formuta zdaniowa A jest spetniona przy
interpretacji M przez M-wartosciowanie s” piszemy:

M nonE A [s].
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Definicja spetniania
Wyrazenie ,wtw” skraca ,wtedy i tylko wtedy, gdy”.

Definicja 3.1. Niech M = <U, A> i niech s bedzie M-wartoSciowaniem.

(1) ME P(t1,..., To)[s] wiw A(P) (4" [S],..., Tn" [S]).

(2) ME =B [s] wtw M non k B [s].

(3) ME (B A C)[s] wtw ME B[s] oraz ME CJs].

(4) ME (B v C)[s] wtw ME B[s] lub ME C[s].

(5) ME (B — C)[s] witw M non E B[s] lub M C[s].

(6) ME (B & C)[s] wtw ME B[s] zawsze i tylko, gdy ME C[s].

(7) ME 3x; A[s] wtw istnieje u € U takie, ze Mk A[s(uls;)].

(8) ME Vx; A[s] witw dla kazdego u € U jest tak, ze ME A[s(uls))].

Komentarza wymagajg warunki dla formut z kwantyfikatorami. Naj-
lepiej odwotac sie do przyktadow.
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Definicja spetniania: przyktady
Przyktad 3.1. Rozwazamy ponownie jezyk L*, jego interpretacje My = <N,
A> oraz Mgwartosciowanie s* = <1, 2, 3, 4, ...>. Bierzemy pod uwage
formute zdaniowa:
3X1P(X1, X2)

Z uwagi na interpretacje My powyzsza formutg ,gtosi’, ze:
istnieje liczba naturalna mniejsza od liczby (naturalnej) y

Z definicji spetniania mamy (pomijam oczywistg w tym kontekscie uwa-
ge dla purystow):
My E 3x1 P(x1, X2) [$¥] wiw

istnieje u € N takie, ze My E P(x4, x0) [<u, 2, 3, 4, ...>] wiw
istnieje u € N takie, ze A(P)(u, 2) wiw
Istnieje u € N takie, ze U< 2

Tyle daje nam semantyka. Jednoczesnie na mocy arytmetyki wnosimy,
ze faktycznie zachodzi Mgk Ax1 P(Xx4, X2) [S*].
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Definicja spetniania: przykfady

Przyktad 3.2. Ten sam jezyk, ta sama interpretacja, to samo wartosciowa-
nie, ale inna formuta zdaniowa, mianowicie:

Vxy P(x4, X2)

Z definicji spetniania dostajemy:

My E Vxq P(x1, X2) [$*] wiw

dla kazdego u € N jest tak, ze Mk P(x1, x0) [<u, 2, 3, 4, ...>] wiw
dla kazdego u € N jest tak, ze A(P)(u, 2) wiw
dla kazdego u € N jest tak, ze u< 2

Tyle definicja spetniania.
Diagnoza ptyngca z zewnatrz, z arytmetyki, jest negatywna:

My non E Vx4 P(x4, X2) [$¥].
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Definicja spetniania: przykfady

Przyktad 3.3. Znow ten sam jezyk, ta sama interpretacja, to samo warto-
sciowanie, ale tym razem zdanie P(a, b).

Z definicji spetniania:
MyE P(a, b) [s*] wiw
AP)(@"™s*], b™[s*]) wiw
A(P)(A(a), A(b)) wiw
2<7

Z arytmetyki wiemy, ze tak jest, a zatem zdanie P(a, b) jest spetnione
przy interpretacji My przez Mg-wartosciowanie s*.

Zauwazmy, ze tak samo bedzie w przypadku dowolnego innego M-
wartosciowania — wartosci statych indywiduowych sg takie same przy
kazdym Mygwartosciowaniu.

Istniejg jednak takie interpretacje jezyka L*, przy ktérych zdanie P(a, b)
nie jest spetnione przez zadne wartosciowania.
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Prawdziwos$¢é

Posiadamy juz wszystkie narzedzia niezbedne dla zdefiniowania
pojecia prawdziwosci formuty zdaniowej jezyka pierwszego rzedu przy
danej interpretacji tego jezyka.

Definicja 3.2. Formufa zdaniowa A danego jezyka pierwszego rzedu jest
prawdziwa przy interpretacji M = <U, A> tego jezyka wtw formuta zdaniowa
A jest spetniona przy interpretacji M przez kazde M-wartoSciowanie.

To, ze formuta zdaniowa A jest prawdziwa przy interpretacji M, za-

pisujemy M F A. Zatem powyzszg definicje mozna wyrazi¢ nastepujgco:
M E A wiw dla kazdego M-wartoSciowania s, ME A [s].

Jak zobaczymy na nastepnym wyktadzie, powyzsza definicja oddaje

podobne intuicje, co klasyczna definicja prawdy.
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