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PrawdziwoSc zdan a prawdziwosc¢ funkcji zdaniowych

Przypomnijmy definicje prawdy z poprzedniego wyktadu:

Definicja 3.2. Formufa zdaniowa A danego jezyka pierwszego rzedu jest
prawdziwa przy interpretacji M = <U, A> tego jezyka wtw formuta zdaniowa
A jest spetniona przy interpretacji M przez kazde M-wartoSciowanie.

To, ze formuta zdaniowa A jest prawdziwa przy interpretacji M, za-
pisujemy M E A. Zatem:

M E A wtw dla kazdego M-warto$ciowania s jest tak, ze Mk A[s].

Dla prawdziwosci niezbedne jest zatem spetnianie przez wszystkie
wartosciowania (z uniwersum rozwazanej interpretacji). Jednakze, jak
zobaczymy, dla prawdziwosci zdan wystarczy spetnianie przez jedno
wartosciowanie. Jest to konsekwencjg twierdzenia, ktore zaraz udo-
wodnimy.




PrawdziwoSc zdan a prawdziwosc¢ funkcji zdaniowych

Dalej zaktadamy — o ile nie zostanie to explicite odwotane! - ze
rozwazamy dowolny ale ustalony jezyk pierwszego rzedu oraz dowolng

ale ustalong interpretacje M = <U, A> tego jezyka.

Skorzystamy z nastepujgcego twierdzenia (udowodnionego na jednym z
poprzednich wyktadow):
Twierdzenie 2.1. Jezeli s i 8’ sg M-wartoSciowaniami nie roznigcymi sie na miej-
scach odpowiadajgcych wskaznikom zmiennych wystepujacych w termie t, to

M — M_.»
T [s] =1 [S’].

Udowodnimy teraz:
Twierdzenie 4.1. Jezeli s | 8’ sg M-wartosciowaniami nie roznigcymi
Sle na miejscach odpowiadajgcych wskaznikom zmiennych wol-
nych formuty zdaniowej A, to

M A[s] wiw Mk A[s’].



PrawdziwoSc zdan a prawdziwosc¢ funkcji zdaniowych

Szkic dowodu: Dowodd prowadzimy przez indukcje wzgledem budowy formuty
zdaniowej A. Dla przyktadu rozwaze tylko 4 przypadki.

(1) A jest formutg atomowa, tj. A ma postac Pk”(r1,..., Tn)-

Na mocy definicji spetniania dostajemy:
ME P, (t4,..., T,)[s] wtw AP )(z™ [s],..., T, [S]).

Przypuscmy, ze w formule Pkn(r1,..., T,) Wystepuje co najmniej jedna zmienna.
Z zatozenia warto$ciowania s i s’ nie réznig sie na miejscach odpowiadajgcych
wskaznikom zmiennych wolnych wystepujacych w formule Pkn(r1,..., Tn).
Jednakze kazda zmienna wystepujgca w formule Pk”(r1,..., T,) WYystepuje w niej
jako wolna (bo jest to formuta atomowa). Tak wiec warto$ciowania s i s’ nie
roznig sie na miejscach odpowiadajgcych wskaznikom zmiennych wystepuja-
cych wtermie t;dla 1 <i<n.



s 7 . n . . . .
Teraz przypuscmy, ze w formule Py (t4,..., T,) Nie wystepuje zadna zmienna.
Wowczas zaleznosc:

"warto$ciowania s i s’ nie roznig sie na miejscach odpowiadajgcych
wskaznikom zmiennych wystepujgcych w termie t; dla1 <iji<n"
jest pusto spetniona, a wiec prawdziwa.

Widzimy wiec, ze w obu mozliwych przypadkach zachodzi zatozenie twierdze-
nia 2.1 dla termu t;, gdzie 1 < i< n oraz warto$ciowan s i s’. Tak wiec na mocy
twierdzenia 2.1 mamy:

" [s] =" [s’]dla1<i<n.
Zatem:
APz M[s],..., T [s]) wiw AP )z [S),..., Ta [S’]).
Definicja spetniania daje:
AP M[S’),..., T, [8°]) wiw ME Py (t4,..., T,)[S’].
Zatem ostatecznie:
ME P, (14,..., T,)[s] wtw ME P, (4, ..., T,)[S’]
czyli ME A[s] wtw ME A[s’].
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(2) A ma postac —B.
Zatozenie indukcyjne: M E B[s] wiw Mk B[s’].
Z definicji spetniania dostajemy:
M E —B[s] wtw M non [ BJ[s].
Na mocy zatozenia indukcyjnego mamy:
M non k B[s] wtw M non E B[s’].
Ponownie z definicji spetniania:
M non k B[s’] wiw M E —B[s’].

Tak wiec:
M E —B[s] wtw M —B[s’]
czyli
ME A[s] wtw ME A[s’].
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(3) A ma postac B A C.
Zatozenie indukcyjne: ME B[s] wiw M B[s’],
ME C[s] wiw ME C[s’]

Korzystajgc z definicji spetniania, zatozenia indukcyjnego i znow z definic;ji
spetniania, dostajemy kolejno:

ME (B A C)[s] wtw ME B[s] oraz Mk C[s]
wtw (M E B[s’] oraz ME C[s’])
wtw ME (B A C)[s].

A zatem:
ME (B A C)[s] wtw ME (B A C)[s’]
czyli
ME A[s] wiw ME A[s’].
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(4) A ma postac 3Ix; B.
Zatozenie indukcyjne: ME B[s] wiw Mk B[s’]

Zatozenie indukcyjne zachodzi rzecz jasna dla dowolnych M-wartosciowan s, s’ nie
roznigcych sie na miejscach odpowiadajgcych wskaznikom zmiennych wolnych formuty

zdaniowej B.

Z zatozenia twierdzenia, s i s’ nie roznig sie na miejscach odpowiadajg-
cych wskaznikom zmiennych wolnych formuty zdaniowej A. Zmienna x; jest
zwigzana w formule A, moze sie jednak zdarzyc, ze jest ona wolna w formule
B. Wezmy dowolne u € U. M-wartosciowania s(u/s;) oraz s’(u/s’j) nie réznig sie
na miejscach odpowiadajgcych wskaznikom zmiennych wolnych formuty zda-
niowej B. Poniewaz u byto dowolnym elementem zbioru U, zatem, biorgc pod
uwage zatozenie indukcyjne, dochodzimy do wniosku, iz:

(*) dla dowolnego u € U: Mk B[s(uls;)] wtw ME B[s’(u/s’})].
Definicja spetniania daje:
M E 3x; B[s] wtw istnieje u € U takie, ze M B[s(u/s))].
U jest zbiorem niepustym. Z (*) otrzymujemy:
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M E 3x; B[s] wtw istnieje u € U takie, ze M B[s’(u/s’)].
Z kolei na mocy definicji spetniania:
Istnieje u € U takie, ze Mk B[s’(u/s’)] wtw ME 3x; B[s’].
Zatem:
ME A[s] wtw ME A[s’].
Rozwazenie przypadkow, w ktorych A ma jedng z nastepujgcych postaci:
Bv C
B—->C
Bo C
YV X; B
pozostawiam Panstwu jako ¢wiczenie :) g
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Zdaniem jest formuta zdaniowa, w ktérej nie wystepujg zadne zmienne
wolne. Zatem gdy A jest zdaniem, to (dowolne) M-wartosciowania nie réznig
sie na miejscach odpowiadajgcych wskaznikom zmiennych wolnych w A — bo
w A w ogole nie ma zmiennych wolnych! Tak wiec wnioskiem z twierdzenia 4.1
jest:

Twierdzenie 4.2. Jezeli formuta zdaniowa A jest zdaniem, natomiast s i s’
sg dowolnymi M-wartoSciowaniami, to

M A[s] wiw M| A[s’].
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Mozna rowniez udowodnic:

Twierdzenie 4.3. Jezeli formuta zdaniowa A jest zdaniem, to nastepujgce
warunki sg rownowazne:

(a) istnieje M-wartoSciowanie s takie, ze Mk A[s],

(b) dla kazdego M-wartoSciowania s jest tak, ze M E A[s].
Dowaod:
(a) = (b). Z twierdzenia 4.2.

(b) = (a). Poniewaz uniwersum kazdej interpretacji M jest zbiorem niepustym,
zawsze istnieje co najmniej jedno M-wartosciowanie. Tak wiec gdy zdanie A
jest spetnione przy interpretacji M przez kazde M-wartosciowanie, to istnieje
M-wartosciowanie, ktore spetnia A przy interpretacji M. g

Bezposrednig konsekwencjg twierdzenia 4.3. oraz definicji pojecia
prawdziwosci formuty przy interpretacji jezyka jest:
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Twierdzenie 4.4. Jezeli formuta zdaniowa A jest zdaniem, to:
ME A wtw istnieje M-warto$ciowanie s takie, ze M E A[s].

Komentarz: Pokazalismy, ze dla prawdziwosci zdania przy danej (dowol-
nej ale ustalonej) interpretacji M potrzeba i wystarcza, aby zdanie to by-
lo spetnione — przy interpretacji M — przez jakies M-wartosciowanie.
Jest tak pomimo tego, ze definicja prawdziwosci wymaga spetniania
przez wszystkie M-wartosciowania. Dla funkcji zdaniowych wymog
spetniania przez wszystkie M-wartosciowania pozostaje w mocy.
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PrawdziwoS$¢ zdan

Przyktad 4.1. Wezmy jezyk L* o ktorym mowilismy na poprzednim wyktadzie.
Jezyk L* jest jezykiem pierwszego rzedu, ktérego jedynymi statymi pozalo-
gicznymi sg: predykat dwuargumentowy P, state indywiduowe a i b oraz sym-
bol funkcyjny jednoargumentowy F. Rozwazamy nastepujgcya interpretacje M

tego jezyka: <N, A>
gdzie N jest zbiorem liczb naturalnych, A(P) jest relacjg < mniejszosci w N,
A(F) jest funkcjg nastepnika S oraz:

- A(a) = 2,

-A(b) = 7.
Zanalizujmy zdanie:

(@) P(a, b) A Ix, P(a, F(x2)).

Intuicyjnie rzecz biorgc, zdanie to jest prawdziwe przy interpretacji My jezyka
L* wtedy i tylko wtedy, gdy:

(#) 2 <7 oraz istnieje u € N takie, ze 2 <u +1.
Analogiczny wniosek otrzymamy w semantyce teoriomodelowe;.
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Bezposrednio z definicji prawdy (tj. definicji 2.2) dostajemy bowiem:
Mg E P(a, b) A 3x, P(a, F(x5)) witw

dla kazdego Mgwartosciowania s: Mg E P(a, b) A 3x, P(a, F(x2))[s].

Rozwazmy Mgwartosciowanie s* = <1, 2, 3, ...>. Poniewaz (o) jest zdaniem,
mocy twierdzenia 4.4 dostajemy:

Mg E P(a, b) A 3x, P(a, F(x2)) wtw My E P(a, b) A 3x, P(a, F(x2))[s*]
Z kolei na mocy definicji spetniania:
My | P(a, b) A 3x, P(a, F(x,))[s*] witw A(P)(@"[s*], b{s*]) oraz
istnieje u e N takie, ze A(P)(@"[s*(uls,)]), F(x2)"™[s*(u/s,)])
Warunek po prawej stronie jest rownowazny warunkowi:

(#) 2 <7 oraz istnieje u € N takie, ze 2 <u +1.

Nawiasem mowigc, do warunku (#) dojdziemy zawsze, tj. niezaleznie od tego,
jakie Mgwartosciowanie wezmiemy pod uwage. Zostawiam to Panstwu jako
cwiczenie :)
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Semantyczna zasada wytgczonego Srodka

Intuicja podpowiada nam, ze gdy mamy do czynienia ze zdaniem, to
albo to zdanie jest prawdziwe, albo jego negacja. W semantyce teorio-
modelowej jest tak samo. Mozna udowodnic:

Twierdzenie 4.5. (semantyczna zasada wytgczonego Srodka) Jezeli A jest
zdaniem jezyka pierwszego rzedu, a M jest interpretacjg tego jezyka,
to:

MEA lub ME =A.

Dowdd: Jak wiadomo, zdanie o schemacie p v ¢ ma te samg wartosc logiczna,
co zdanie o schemacie —p —» q. Wystarczy zatem udowodnic, iz:

jesli nie jest tak, ze ME A, to jest tak, ze ME —A.
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Metalogiczna zasada wytgczonego Srodka
Zatdzmy, ze nie jest tak, iz Mk A. Istnieje zatem M-warto$ciowanie s* takie, ze
M non E A [s*]. Z definicji spetniania dostajemy:

ME —A[s*].
Skoro A jest zdaniem, to —A tez jest zdaniem. Zatem na mocy twierdzenia 4.3
dostajemy:
dla kazdego M-wartosciowania s: M E —A[s]
czyli
ME —A.
-

Komentarz. To, ze semantyczna zasada wytgczonego srodka mowi o zdaniach,
jest istotne. W przypadku funkcji zdaniowych sytuacja jest bardziej ztozona:

moze sie zdarzyC, ze ani funkcja zdaniowa, ani jej negacja nie sg prawdziwe
przy interpretacji jezyka. Zilustrujmy to przyktadem.
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Metalogiczna zasada wytgczonego srodka

Przyktad 4.2. Rozwazmy nastepujgce funkcje zdaniowe jezyka L™

(4) P(x1, a)

(%) —P(x4, a)
oraz interpretacje My tego jezyka okreslong w poprzednim przyktadzie.
Dla (#) mamy:

M. E P(x,, a) wtw dla kazdego Mg-warto$ciowania s, My P(x4, a)[s] wiw

dla kazdego My-wartoSciowania s, A(P)(s4, 2) wiw
(#")  dla kazdego u e N: u < 2.

Z kolei dla (%) dostajemy:

My E —P(x4, a) wtw dla kazdego Mg-wartosciowania s, My F —P(x4, a [s] wiw
dla kazdego Mg-wartoSciowania s, My non F P(x4, a)[s] wiw

(#*)  dla kazdego u € N, u > 2.
Z arytmetyki wiemy, Ze nie zachodzg ani (#%), ani (%*).
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Prawdziwosc, fatszywosSc i spetnianie
Funkcje zdaniowe:
(#) P(x4, @)
(*) =P(x4, a)
nie sg przy interpretacji My ani prawdziwe, ani fatszywe — sg one natomiast

spetnione przez pewne Mjiwartosciowania i nie sg spetnione przez inne M-
wartosciowania.

Definicja 4.1. Formuta zdaniowa A jest fatszywa przy interpretacji M wtw
dla kazdego M-wartosciowania s zachodzi.
(¢) M non k A[s].

W przypadku zdan fatszywosc¢ pokrywa sie z brakiem prawdziwosci. Wnio-
skiem z twierdzenia 4.3 jest:

Twierdzenie 4.5. Zdanie A nie jest prawdziwe przy interpretacji M wtw zda-
nie A jest fatszywe przy interpretacji M.

Natomiast dla funkcji zdaniowych brak prawdziwosci nie musi by¢ tym sa-
mym, co fatszywosc.
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Semantyczna zasada sprzecznoSci
Notacja: To, ze formuta zdaniowa A nie jest prawdziwa przy interpretacji M, za-
pisujemy M non E A.

Udowodnimy teraz:

Twierdzenie 3.6. (semantyczna zasada sprzecznosci) Niech A bedzie formutg
zdaniowg jezyka pierwszego rzedu. Nie istnieje interpretacja M tego je-
zyka taka, ze zarowno ME A, jak i Mk =A.
Dowod: Wystarczy udowodnic, ze:

dla kazdej interpretacji M: M nonk A lub M non E —A
a w tym celu wystarczy pokazac, iz:

dla kazdej interpretacji M: jesli ME A, to M non E —A.

Niech M bedzie dowolng ale ustalong interpretacjg. Zatézmy, ze Mk A. Wezmy
dowolne M-wartosciowanie s. Z tego, ze ME A, dostajemy ME A[s], skad na
mocy definicji spetniania wnosimy, iz M non k —A[s]. Tak wiec M nonk —A. g
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Komentarz i podsumowanie

Komentarz:. Semantyczna zasada sprzecznosci dotyczy zarowno zdan, jak i
funkcji zdaniowych. Jej tresc intuicyjna jest nastepujgca: nie moze bycC tak, ze
formuta zdaniowa i jej negacja sg jednoczesnie prawdziwe przy danej interpre-
tacji jezyka.
Podsumujmy dotychczasowe rozwazania. Gdy mamy dowolng funkcje zda-
niowg A danego jezyka pierwszego rzedu i dowolng ale ustalong interpretacje
M tego jezyka, to:

e A nie jest spetniona przez zadne M-wartosciowanie — i wtedy A jest fal-

szywa przy interpretacji M, lub

e A jest spetniona przez co najmniej jedno M-wartosciowanie, a ponadto:

o A nie jest spetniona przez jakies inne M-wartosciowanie - i wtedy A nie
jest prawdziwa przy interpretacji M i zarazem nie jest fatszywa przy in-
terpretacji M albo

o A jest takze spetniona przez kazde inne M-wartosciowanie — a wtedy A
jest prawdziwa przy interpretacji M.

Nie jest mozliwe, aby zaréwno A, jak i —A byly zarazem prawdziwe przy M.
Odpowiednik semantycznej zasady wytgczonego srodka nie obowigzuje.
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Podsumowanie

Natomiast gdy mamy dowolne zdanie A, to:

e A jest spetnione przez jakies M-wartosciowanie - wowczas A jest spetnione
przez kazde M-wartosciowanie, a zatem A jest prawdziwe przy M, lub

e A nie jest spetnione przez jakies M-wartosciowanie — wtedy A nie jest
prawdziwe przy Mi zarazem jest fatszywe przy M.

Co najmniej jedno ze zdan: A, —A jest prawdziwe przy M (co gwarantuje se-
mantyczna zasada wytgczonego srodka), przy czym nie jest tak, ze oba z nich
sg prawdziwe przy M (co jest wnioskiem z semantycznej zasady sprzeczno-
Sci).

*k%
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