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Spetnialnosc¢ i tautologicznosSc

Zaktadam, ze pojecia wprowadzone na poprzednich wyktadach sg
znane :)

Niech L bedzie dowolnym ale ustalonym jezykiem pierwszego rze-
du.

Definicja 5.1. Formuta zdaniowa A jezyka L jest tautologig wiw formuta
zdaniowa A jest prawdziwa przy kazdej interpretacji jezyka L.

Whniosek 5.1. Formuta zdaniowa A jest tautologig wtw dla kazdej interpre-
tacji M (jezyka L) oraz dla kazdego M-wartosciowania s zachodzi:

M E Als].

Tautologiami sg zatem formuty spetniane przez dowolne wartosciowanie z
uniwersum kazdej interpretacji. Niejako ,na drugim biegunie” znajdujg sie for-
muty zdaniowe, ktore sg niespetnialne, tj. nie sg spetnialne.

Definicja 9.2. Formuta zdaniowa A jezyka L jest spetnialna wiw istniejg:
interpretacja M jezyka L oraz M-warto$ciowanie s takie, ze M A[s]; w
przeciwnym przypadku mowimy, ze A jest niespetnialna.




Ostrzezenie!

O tautologiach moéwilismy juz przy okazji omawiania klasycznego
rachunku zdan. Trzeba pamietac, ze wprowadzone wyzej pojecie tauto-
logii ma inng treS€ — mimo podobienstwa nazwy — niz pojecie tautologii
KRZ. Tym razem mowimy o tautologiach jezyka pierwszego rzedu.

Jednym z takich jezykow jest oczywiscie jezyk klasycznego rachun-
ku predykatow, stad definicja 5.1 charakteryzuje rowniez pojecie tauto-
logii KRP.
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W dalszych rozwazaniach moéwigc o formule lub formutach, bedziemy miec

na mysli formuty zdaniowe dowolnego ale ustalonego jezyka pierwszego rze-
du.

Twierdzenie 5.1. Formuta A jest tautologig witw formufa o postaci —A jest
niespetnialna.

Dowod:

(=) Zatézmy, ze A jest tautologig. Przypusémy, ze formuta o postaci —A jest
spetnialna. Istniejg zatem: interpretacja M oraz M-wartosciowanie s takie, ze
M|= —A[s]. Tak wiec, na mocy definicji spetniania, M non |= A[s]. Zatem A nie
jest prawdg przy interpretacji M, czyli A nie jest tautologig. Nasze przypusz-
czenie prowadzi do sprzecznosci. Zatem —A jest niespetnialna.

(<) Jesli formuta —A jest niespetnialna, to dla kazdej interpretacji M i kazdego
M-wartosciowania s mamy: U non|= —A[s]. Korzystajgc z definicji spetniania,
wnosimy stad, ze dla kazdej interpretacji M i kazdego M-wartosciowania s jest
tak, ze M |= A[s]. Formuta A jest wiec prawdziwa przy kazdej interpretacji, czyli
jest ona tautologia.
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Widzimy zatem, ze aby wykazac, ze dana formuta jest tautologia,
wystarczy pokazac, ze jej negacja jest niespetnialna. To z kolei najpro-
Sciej jest zrobiC poprzez pokazanie, ze zatozenie o spetnialnosci nega-
cji rozwazanej formuty prowadzi — w oparciu o definicje spetniania i
ewentualnie pewne inne fakty semantyczne — do sprzecznosci.
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Przyktad 5.1. Dowolna formuta majgca postac¢ A v —A jest tautologia.

Zatozmy, ze —(A v —A) jest spetnialna. Istniejg wowczas: interpreta-
cja M oraz wartosciowanie s takie, ze:

1. M E—=(A v =A)[s].
Korzystajgc z definicji spetniania, dostajemy:
2. Mnonk (Av —=A)[s] (zuwagina1)

3. M non E A[s] (z uwagi na 2)
4. M non E—A[s] (z uwagi na 2)
5.M E—A[s] (z uwagi na 3)

sprzecznosc: 4-5.
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Przyktad 5.2. Dowolna formuta majgca posta¢ (A - B) A A —» B jest tau-
tologia.
1.M E—((A—> B) A A—> B)[s] (dla pewnej interpretacji M i
pewnego M-warto$ciowania s)

2. M nong ((A— B) A A— B)[s] (z uwagi na 1)
3. M E((A—> B) A A)[s] (z uwagi na 2)
4. M non k BJs] (z uwagi na 2)
5. M k(A - B)[s] (z uwagi na 3)
6. M F A[s] (z uwagi na 3)
7.1. M nonk Als] 7.2. ME B[s] (z uwagi na 5)

sprz.. 7.1 —0. sprz.: 7.2—-4



Przyktad 5.3. Kazda formuta majgca postac Vx; A — A[x;/t], gdzie term t

jest podstawialny za x; do A, jest tautologia.
Tym razem, oprocz definicji spetniania, skorzystamy réwniez z pewnego twierdzenia,
ktérego dowdd mozna znalez¢ w kazdym sredniozaawansowanym podreczniku logiki:

Twierdzenie 5.2. Jezeli t jest termem podstawialnym za zmienng x; do A oraz s i
s’ sg M-wartosciowaniami takimi, ze 8’ = <S4, ..., Si.1, ™ [s], Si+1, ...>, tO
M E A[x;/<][s] wiw M E A[s’].

1. M E=(Vx;A = Alx;/I7])[s] (dla pewnej interpretacji M i pewnego M-
wartosciowania s)
2. M non E(VXx;A > Alxi/x])[s] (zuwagina1)

3. M E VX A[s] (z uwagi na 2)
4. M non E A[x;/t][s] (z uwagi na 2)
5. M E A[s(t"[s]/s)] (z uwagl na 3)
5* M E A[s’] (bo s(t"[s] /s;) ma cechy ciggu s’,

0 ktorym mowi zatozenie tW|erdzenia 5.2)
6. ME A[x;/t][s] (z uwagi na 5/5* i twierdzenie 5.2)
sprz.: 4-6.
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Podobnie jak w przypadku klasycznego rachunku zdan, rozumowa-
nia powyzszego typu mozna ,usystematyzowac”, charakteryzujgc me-
tode tabel analitycznych dla klasycznego rachunku predykatow. Pewien
system tabelowy dla KRP przedstawiam w "Dodatku".



Dodatek: Metoda tabel analitycznych dla KRP
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Naszkicuje tu jeden z wariantow metody tabel analitycznych dla KRP.

Dla uproszczenia, rozwazamy KRP sformutowany w jezyku bez symboli
funkcyjnych.

Z powodow "technicznych" do alfabetu dodajemy przeliczalnie
nieskonczenie wiele parametrow: b, by, b,, ... . Patrzgc od strony
syntaktycznej, parametry zachowujg sie tak jak state indywiduowe. Nie
wprowadzamy oznaczen prawdziwosciowych.

Termami* rozwazanego jezyka sg wszystkie zmienne indywiduowe,
wszystkie state indywiduowe oraz wszystkie parametry.

c, Cq, Co, ... to metajezykowe zmienne przebiegajgce zbior termow™.

Mamy reguty dla spojnikow (takie same jak w klasycznym rachunku zdan)
oraz reguty dla kwantyfikatorow.
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Reguty dla spojnikow

R
——A
A
R,.: R_. R,: R_.:
AAB —(A A B) AvB —(A v B)
A ~A | -B Al B A
B —B
R.: R_,: R R_.:
A->B —(A - B) Ao B —(A & B)
—-A | B A A | -A A |-A
—-B B | =B —-B | B
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R_v:
—|\V/X,'A

JX; —A

R_5:
—|E|X,'A

\'¢ —A

Reguty dla kwantyfikatorow

Ry:
\V/X,'A

A[X,-/ C] gdzie c jest dowolnym termem*
podstawialnym za x;do A.

R3:
E|X,'A

A[X,-/ C] gdzie ¢ jest nowym' termem?*

' Tj. term* ¢ nie wystepuje "wyzej" na galtezi drzewa/dowodu, na ktorej wlasnie stosujemy regute Rs.
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Dowody

Dowaod formuty A ma postac (skonczonego) drzewa, w ktorego
korzeniu wystepuje negacja formuty A, tj. formuta postaci —A, kolejne
formuty wystepujace na gateziach drzewa sg wprowadzane za pomoca
przedstawionych wyzej regut, oraz kazda gatgz tego drzewa jest
zamkKnieta, tj. wystepuje na niej formuta i jej negacja.

Mozna pokazac, ze gdy formuta A (rozwazanego tu) jezyka KRP ma
tak rozumiany dowodd, to formuta A jest tautologia.

Uwaga: Sci$le rzecz biorgc, formuty, w ktdorych wystepujg parametry, nie sg
formutami zdaniowymi jezyka KRP. Dowody budujemy dla formut "wyjsciowych”,
w ktorych nie wystepujg parametry; w dowodach mogg jednak pojawiac sie
formuty zawierajgce parametry.

Uwaga: Podane tu okreslenia nie sg, rzecz jasna, sciste. W odwiecznej wojnie
miedzy precyzjg a przystepnoscig tym razem opowiedziatem sie po stronie
przystepnosci :)
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Przyktad 5.4a. Formuta:

3x1(P1(X1) A P (X1)) = 3x1P1 " (X1) A 3x1P2" (1)
jest tautologia.

—(@x1(P1 (x1) A P2 (x1)) = 3x1P1 (1) A 3X4P5 ' (X4))
Ix1(P1'(X1) A P5'(X4))
—(3x1P1(X1) A Ix1P2" (X1))
P.(b) A P,'(b)
P+ (b)
P,'(b)

[\

—|E|X1P11(X1) —|E|X1P21(X1)
\V/X1—|P11(X1) \V/X1—|P21(X1)
—P;'(b) —P,'(b)



Przyktad 5.4a (jeszcze raz). Formuta:

Ax1(P1(x1) A P2 (x1)) = 3x1P1 " (x1) A 3x41P2" (1)
jest tautologia.

—(@x1(P1'(x1) A P2 (x1)) = 3x:1P1 7 (x1) A 3X4P5 ' (X4))
3x1(P1'(X1) A Ps'(X4))
—(3x1P1'(X1) A Ix1P2" (X1))
P.(b) A P,'(b)
P:'(b)
P,'(b)

[\

—|E|X1P11(X1) —|E|X1P21(X1)
\V/X1—|P11(X1) \V/X1—|P21(X1)
—P1'(b) —P,'(b)



Przyktad 5.4b. Kazda formuta o postaci:
Ax(P(x) A Q(x)) = IxP(x) A IxQ(xX)

gdzie P, Q sg predykatami jednoargumentowymi, a x jest zmienng indywiduowg, jest
tautologia:

—(3x(P(x )/\ Q(x)) = IxP(x) A 3xQ(x))

IX(P(x) A Q(x))
—(3xP(x) A IXQ(X))

P(b) A Q(b)
P(b)
Q(b)

[\
—3IxP(x) —3IxQ(x)
V x—P(x) V X—Q(xX)

—P(b) —-Q(b)
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Przyktad 5.4c. Kazda formuta o postaci:
E|X,'(A VAN B) —> E|XiA VAN E|X,'B

jest tautologia.

—(3IX{A A B) = 3xA A Ix;8)
3X(A A B)
—|(E|X,'A AN E|X,'B)
(A A B)[xib]
A[X,/b]
B[X,/b]

[\

—3x ,'A —3x ,'B
VX ,—|A VX ,—|B
_A(x/b)  —B(x/b)



Przyktad 5.5: Kazda formuta o postaci:
VXA — Alxit]
gdzie 1 jest termem podstawialnym za zmienng x; do A, jest tautologia.
—(VXA — Alxit])
\V/X,'A

—|A[X,'/’C]
A[X,'/’C]
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Przyktad 5.6: Kazda formuta o postaci:

Vx{A — B) A Alx/<] — B[xi]

gdzie 1 jest termem podstawialnym za x; do A oraz do B, jest tautologis.

—(VYX{A = B) A A[x/x] = Bxi1]))
VX{(A = B) A Alxi]
—|B[X,'/ ’C])
Vx{A - B)
A[X,'/ ’C]
(A — B)[x/1]

/ \

—A[X/] B[]
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Przyktad 5.7: Dla uproszczenia, zapiszmy predykat P,* jako R, a zmienne x; i X» jako,
odpowiednio, x i y. Formuta:

yvx R(x, y) > Vx3y R(x, y)
jest tautologia.

—(3yvx R(x, y) > Vx3y R(x, y))

dyvx R(x, y)

—Vvx3y R(x, y)
vx R(x, b)

dx—3y R(X, y)

—3y R(b1, y)

Vy =R(b1, y)

R(b1, b)

—R(b4, b)
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Przyktad 5.8: Przyjmujemy notacje z poprzedniego przyktadu. Budujemy tabele
analityczng dla formuty Vx3y R(x, y) — 3yVvx R(x, y):

—(vVx3y R(x, y) = 3yvx R(x, y))
vx3y R(x, y)
—3yvx R(x, y)
Vy—Vx R(x, y)
3y R(b1, y)
R(b+, by)
—Vx R(x, bz)
Ax —R(x, bz)
—R(b3, by)
3y R(bs, y)
R(bs, ba)
—Vx R(x, bs)
Ax—R(X, bs)
—R(bs, bs)
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Dopuszczalne jest budowanie drzew nieskonczonych. Metoda tabel
analitycznych dla KRP nie jest uniwersalng metodg rozstrzygania, czy
dowolna formuta jest tautologig KRP.

Jednakze mozna pokazaC, ze gry formuta jest tautologia KRP, to
posiada ona co najmniej jeden dowod metodg tabel analitycznych.
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