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Wprowadzenie do semantyki teoriomodelowej cz.6.
Adekwatnosc systemu aksjomatycznego KRP.
Operacje konsekwencji
a transmisja prawdziwosci.



Rozwazmy ponownie system aksjomatyczny klasycznego rachunku
predykatow scharakteryzowany na wyktadach z ,Logiki I”. Mowigc dalej
o systemie aksjomatycznym KRP, bede miat na mysli ten system;
podobnie dla aksjomatow oraz regut inferencyjnych.

Wprowadzajgc pojecie tautologii, dokonujemy semantycznej
charakterystyki pojecia prawa klasycznego rachunku predykatow
(,czystego” i ,stosowanego”). Mozna udowodnic, ze:

|. Kazda teza jest tautologig (adekwatnosc).
ll. Kazda tautologia jest tezg (petnosc).

Pojecia ,tezy” oraz ,tautologii” majg w przypadku rozwazanego
systemu aksjomatycznego ten sam zakres, chociaz niewatpliwie majg
one rozng tresc.

Zagadnieniem petnosci zajmiemy sie na jednym z kolejnych
wyktadow. Teraz poruszymy tylko problem adekwatnosci.




Adekwatnosc. Tautologicznosc¢ aksjomatow

Twierdzenie 6.1. Wszystkie aksjomaty KRP sg tautologiami.

Szkic dowodu: Charakteryzujgc aksjomaty KRP, dla wygody przyjelismy, ze aksjomatem
jest kazda formuta zdaniowa jezyka KRP, ktdrg mozna otrzymac z jakiejs tautologii/tezy
klasycznego rachunku zdan poprzez konsekwentne zastgpienie zmiennych zdaniowych
formutami zdaniowymi jezyka KRP. Mozna jednak postgpi¢ inaczej, przyjmujac, ze
aksjomatami KRP sg tylko te formuty zdaniowe jezyka KRP, ktore mozna otrzymac z
aksjomatow klasycznego rachunku zdan poprzez konsekwentne zastgpienie zmiennych
zdaniowych formutami jezyka KRP. W szczegodlnosci, mozna tu uzy¢ aksjomatow
systemu klasycznego rachunku zdan przedstawionego na wyktadzie z "Logiki I".
Zrobmy tak wtasnie i oznaczmy ten "nowy" zbior aksjomatéw przez Arp*. Dowdd
twierdzenia 6.1 przebiega teraz nastepujgco:

(1) wykazujemy, ze wszystkie formuty z Arp* sg tautologiami. Jest to o tyle tatwe,
ze dowolna formuta ze zbioru Arp* podpada pod jeden z czternastu schematow.

(2) rozwazamy zbior tych "starych" aksjomatow, ktére nie sg "nowymi"
aksjomatami, tj. zbior Arp / Arp*. Pokazujemy, ze kazdg formute z tego zbioru mozna
wyprowadzi¢ ze zbioru Arp* poprzez stosowanie reguty odrywania (oraz pseudo-
podstawienia).

(3) wykazujemy, ze reguta odrywania "zachowuje tautologicznosc¢", tj. gdy jg
zastosujemy do tautologii, otrzymamy tautologie. g



Transmisja prawdziwosci i transmisja tautologicznosci

Jak zobaczymy, wszystkie pierwotne reguty inferencyjne rozwazanego
systemu aksjomatycznego KRP ,prowadzg” od tautologii do tautologii, tak

wiec budujac dowody w tym systemie, nie wykraczamy poza zbior
tautologii.

Aby to pokazac, wykazemy najpierw, ze pierwotne reguty
iInferencyjne KRP gwarantujg ,transmisje prawdziwosci” (od przestanki/
przestanek do wniosku).



Reguty inferencyjne KRP a transmisja prawdziwoSci

Rozwazmy na poczatek regute odrywania.

Lemat 6.1. Niech M bedzie dowolng ale ustalong interpretacjg. Jezeli
MEA->B)orazM EA, toM EB.

Dowdd: Zatézmy, ze M E (A > B) oraz M E A. Przypusémy, ze M nonk B.
Woéwczas istnieje M-wartos$ciowanie, s, takie, ze M nonf B[s]. Na mocy
zatozenia (i definicji prawdy) mamy jednak M k (A — B)[s]. Zatem, korzystajgc
z definicji spetniania, M non E A[s]. Wnosimy stad, ze M non E A. Otrzymalismy
Sprzecznosc. g

Tak wiec zastosowanie reguty odrywania do prawdziwych (przy
danej interpretacji jezyka) przestanek prowadzi do prawdziwego (przy
rozwazanej interpretacji jezyka) wniosku.



Reguty inferencyjne KRP a transmisja prawdziwoSci

Pozostate pierwotne reguty inferencyjne KRP operujg na przestankach
bedacych pojedynczymi formutami.
Lemat 6.2. Niech M = <U, A> bedzie dowolng ale ustalong interpretacja.
Zatézmy, ze formuta D powstaje z formuty C poprzez zastosowanie
jednej z pierwotnych regut inferencyjnych KRP. Wéwczas jesli M E C, to
M ED.
Szkic dowodu: Rozwazymy tylko dwa przypadki: zastosowanie reguty
dotgczania duzego kwantyfikatora oraz zastosowanie reguty opuszcza-
nia matego kwantyfikatora.

(i) reguta dotgczania duzego kwantyfikatora:

A—>B
o ile xi nie jest wolne w A

A — VXiB



Reguty inferencyjne KRP a transmisja prawdziwoSci

Zatézmy, ze: M E (A — B), xi nie jest wolne w A i M non E (A = VxiB).
Skoro M non E (A — VX B), to istnieje M-wartosciowanie, s, takie, ze:

1. M non F (A — VxB)[s]
skad wnosimy, iz:

2. M EA[s],

3. M non E Vxi B[s]
Z (3) i definicji spetniania dostajemy:

4. istnieje u e U takie, Ze M non E B[s(u/s))]

M-wartosciowania s i s(u/si) roznig sie co najwyzej I-tymi wyrazami. Z
drugiej strony, zmienna X nie jest wolna w A. Zatem s | s(u/sj) nie
roznig sie na miejscach odpowiadajgcych wskaznikom zmiennych
wolnych wystepujgcych w formule A. Poniewaz zachodzi:



Twierdzenie 4.1. Jezeli s i s’ sg M-warto$ciowaniami nie réznigcymi sie na
miejscach odpowiadajgcych wskaznikom zmiennych wolnych formuty
zdaniowej A, to ME A[s] wtw M E A[s’].

zatem z tego, iz M [ A[s] wnosimy — na mocy twierdzenia 4.1 — ze:
5. M E A[s(u/si)].

Jednoczesnie mamy:
6. M non E B[s(u/s))]

Tak wiec:
M non F (A — B)[s(u/s))]
czyli
M non E (A — B).

Otrzymalismy sprzecznosc¢ z wyjsciowym zatozeniem — co konczy
dowdod rozwazanego przypadku.



Reguty inferencyjne KRP a transmisja prawdziwoSci

(ii) reguta opuszczania matego kwantyfikatora:
dxXiA—> B

A—>B

Wystarczy pokazac¢, ze gdy M non E (A — B), to M non [ (3xi A = B).
Zatozmy, ze:

1. Mnonk (A — B).
Istnieje wowczas M-wartosciowanie, s, takie, ze:

2. M EA[s],

3. M non E BJs].
Niech u = si. Z (2) wnosimy:

4. istnieje u e U takie, ze M E A[s(u/s))]
co na mocy definicji spetniania daje:



Reguty inferencyjne KRP a transmisfja prawdziwosci
5. M E3xi A[s].

Tak wiec z uwagi na (3) i (5) dostajemy:
6. M non [ (Ixi A > B)[s]
a stagd na mocy definicji prawdy:
7. M non E (3x A — B)
co konczy dowod rozwazanego przypadku.

Rozwazenie pozostatych regut inferencyjnych pozostawiam
Panstwu jako cwiczenie. Wspomne tylko, ze w przypadku reguty
podstawiania nalezy skorzystac z twierdzenia 5.2.



Reguty inferencyjne KRP a transmisja tautologicznosci

Jak dotgd mowilismy o ,transmisji prawdziwosci” — i do tego watku
jeszcze wrocimy. Tautologicznosc jest wilasnoscig duzo silniejszg niz
prawdziwoscC: jest prawdziwoscig przy kazdej interpretacji jezyka.
Powstaje zatem pytanie, czy reguty inferencyjne KRP gwarantujg
rowniez ,dziedziczenie tautologicznosci”. Odpowiedz jest pozytywna.
Zachodzi:

Twierdzenie 6.2. Jezeli formuta A powstaje z pewnej formuty lub formut
bedgcej/bedgcych tautologiami za pomocg pierwotnych regut inferen-
cyjnych KRP, to formufa A tez jest tautologia.

Szkic dowodu: Wystarczy zauwazyC, ze lematy 6.1 i 6.2 mowig o
Jransmisji prawdziwosci” przy dowolnej interpretacji jezyka. Jesli zatem
przestanki sg prawdziwe przy kazdej interpretacji jezyka, takg samg
wtasnosC musi mie€ wniosek. g



Adekwatnosc
Whnioskiem z dotychczasowych rozwazan jest:

Twierdzenie 6.3. Kazda teza KRP jest tautologig.

Dowod: Jesli formuta zdaniowa A jest tezg KRP, to istnieje co najmnigj jeden
dowod formuty A w oparciu o aksjomaty KRP. Niech <Dy, ..., D> bedzie takim
dowodem. Rzecz jasha, Dn = A.

Przez indukcje pokazemy, ze kazda z formut Dy, ..., Dn jest tautologia.

(1) D1 jest tautologig, poniewaz D1 jest z pewnoscig aksjomatem KRP, a
aksjomaty KRP sg tautologiami (por. twierdzenie 6.1).

(2) Zatozenie indukcyjne: Jesli Dy, ..., Dj sg tautologiami, to Dj+1 jest tautologia,
gdzie 1 <j<n.

Mamy dwie mozliwosci:

(a) Dj+1 jest aksjomatem KRP.

(b) Dj+1 powstaje z jakichs formut czy formuty bedgcych wyrazami ciggu
<D;, ..., D;> poprzez zastosowanie (pierwotnej) reguty inferencyjnej KRP.




Dowdd twierdzenia 6.3 c.d.

W przypadku (a) korzystamy z twierdzenia 6.1, natomiast w przypadku (b)
korzystamy z twierdzenia 6.2.

Skoro kazda z formut Dy, ..., Dn jest tautologig, a Dn = A, to formuta A jest
tautologig. Czego nalezato dowiesc.

Jak juz wspomniatem, zachodzi tez twierdzenie odwrotne do
twierdzenia 6.3: jest tak, ze kazda tautologia jest tezg KRP. Jego dowdd
jest znacznie bardziej skomplikowany; wrocimy jeszcze do tej kwesti.



Derywacje w KRP a transmisja prawdziwosci
Przypomnijmy:

Definicja 1.1. Derywacjg formuty zdaniowej A w oparciu o zbior formut
zdaniowych X nazywamy skonczony cigg formut zdaniowych, ktorego
ostatnim wyrazem jest formuta A, taki, ze dowolna formuta zdaniowa
bedgca wyrazem tego cigqu:
(1) nalezy do zbioru X, lub
(2) powstaje z jakiego$ wczeSniejszego wyrazu rozwazanego ciggu
poprzez zastosowanie:
- requty podstawiania RP, lub
- requty opuszczania duzego kwantyfikatora OV, lub
- requty dotgczania duzego kwantyfikatora DV, lub
- requty opuszczania matego kwantyfikatora O3, lub
- requty dotgczania matego kwantyfikatora D3, lub
(3) powstaje z jakichs wczesniejszych wyrazow tego ciggu
poprzez zastosowania reguty odrywania RO.

,2pDerywacja A w oparciu o X" to inaczej ,wyprowadzenie A z X" .



Derywacje w KRP a transmisja prawdziwoSci
Korzystajgc z lematow 6.1 i 6.2 dostajemy:

Twierdzenie 6.5. JeSli formuta zdaniowa A jest wnioskiem derywacji w
oparciu o zbior formut zdaniowych X, a M jest interpretacjg, przy ktorej
wszystkie formuty nalezgce do zbioru X sg prawdziwe, to formuta A jest
prawdziwa przy interpretacji M.

Tak wiec wyprowadzanie/derywowanie w oparciu o formut prawdzi-
wych przy danej interpretacji prowadzi do formuty/wniosku ktory jest praw-
dziwy przy tej interpretacji.

Uwaga: Pamietajmy, ze w definicji pojecia derywacji nie zaktadamy, ze musi by¢
ona oparta o przestanki bedgce prawdami. Tak wiec, patrzgc z pragmatycznego
punktu widzenia, wyprowadzenie formuty ze zbioru formut nie jest tym samym, co
wykazanie prawdziwosci wyprowadzonej formuty!



Operacja Cn a transmisja prawdziwosci
Przypomnijmy:
Definicja 1.2. A € Cn(X) wtw istnieje przynajmniej jedna derywacja
formuty A w oparciu o zbior formut X.

Oznaczmy symbolem Vr(M) zbior wszystkich formut zdaniowych rozwazanego
jezyka, ktére sg prawdziwe przy interpretacji M tego jezyka. Z twierdzenia 6.5.
dostajemy:

Whiosek 6.1: Dla dowolnej interpretacji M: jezeli A € Cn(X) oraz X < Vr(M),
to A € Vr(M).

Tresc¢ wniosku 6.1 mozemy wyrazi¢ nastepujgco:

operacja konsekwencji Cn nie wyprowadza poza zbior formut
prawdziwych (przy danej interpretacji jezyka).

Uwaga 6.1: Z wniosku 6.1 nie wynika, ze X sktada sie z prawd przy
Interpretacji M. Wniosek ten stwierdza tylko, ze jesli jest tak wtasnie, to A
jest prawdg przy M.



Konsekwencja logiczna a transmisja prawdziwosci
Przypomnijmy:
Definicja 1.3. A € Cn(X) wtw A € Cn(X U Arp).

Twierdzenie 1.5. A € Cn (X)) wtw A € Cn(X U Trp).

(Arp to zbior wszystkich aksjomatow KRP, a Trp to zbior wszystkich tez KRP).
Zachodzi:

Twierdzenie 6.6. Jezeli A € Cn.(X) oraz X < Vr(M), to A € Vr(M).

Dowdd: Jesli A € Cn.(X), to, na mocy twierdzenia 1.5, A € Cn(X U Trp).

Z zatozenia mamy X < Vr(M), natomiast na mocy twierdzenia 6.3 (i definicji
tautologii) jest tak, ze Trp < Vr(M). Zatem (X L Trp) < Vr(M). Skoro jednak A
e Cn(X U Trp), to - z uwagi na wniosek 6.1 - A € Vr(M). m

Tresc¢ intuicyjng twierdzenia 6.6. wyraza fraza:

operacja konsekwencji logicznej Cn. nie wyprowadza poza zbior formut
prawdziwych (przy danej interpretacji jezyka).

Uwaga 6.2: Analogiczna jak uwaga 6.1 :)



Syntaktyczne i semantyczne pojecia konsekwencji logicznej

Pojecia derywacji, dowodu, konsekwencji i konsekwencji logicznej to
pojecia syntaktyczne. Syntaktyczny charakter ma tez pojecie tezy KRP.
Jak juz wspomnieliSmy, semantycznym ,,odpowiednikiem” pojecia tezy
KRP jest pojecie tautologii. Natomiast semantycznym odpowiednikiem
konsekwencji logicznej jest wynikanie logiczne.

O czym na nastepnym wyktadzie.



