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Wprowadzenie i przypomnienia

Podobnie jak poprzednio, méwigc o formutach, mamy na mysli formuty
zdaniowe dowolnego ale ustalonego jezyka pierwszego rzedu, a mowigc o
interpretacjach mamy na mysili interpretacje tego jezyka.

Na poprzednim wyktadzie udowodnilismy m.in.:

Twierdzenie 6.5. Jesli formuta zdaniowa A jest wnioskiem derywacji w
oparciu o zbior formut zdaniowych X, a M jest interpretacjg, przy ktorej
wszystkie formuty nalezgce do zbioru X sg prawdziwe, to formuta A jest
prawdziwa przy interpretacji M.

Uwaga: Mowigc o derywacjach, mamy tu na mysli obiekty abstrakcyjne (rozumiane
w sensie definicji 1.1), a nie procesy myslowe jakiegokolwiek podmiotu. Gdy ma-
my do czynienia z derywacjg formuty A w oparciu o zbior formut X, formute A na-
zywamy wnioskiem tej derywacji, natomiast formuty nalezgce do X okreslamy

mianem przestanek tej derywacji. Podobnie jak poprzednio, nie zaktadamy, ze sg
to czyjejs przestanki czy wnioski.

Przypomnijmy, ze symbolem Vr(M) oznaczamy zbior wszystkich formut zdanio-
wych rozwazanego jezyka, ktore sg prawdziwe przy interpretacji M tego jezyka.
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Derywacje a transmisja prawdziwoSci
Udowodnilismy tez

Twierdzenie 6.6. Jezeli A € Cny(X) oraz X < Vr(M), to A € Vr(M).

Tak wiec jesli formuta A jest wnioskiem derywacji, ktorej przestankami
sg formuty nalezace do zbioru formut zdaniowych X i (ewentualnie) prawa
logiki, a M jest interpretacjg, przy ktorej wszystkie formuty nalezgce do
zbioru X sg prawdziwe, to formuta A jest prawdziwa przy interpretacji M.

**k%*



Wynikanie logiczne: intuicje

Pojecia derywacji, dowodu, konsekwencji i konsekwencji logicznej

to pojecia syntaktyczne (w logice nazywa sie je tez teoriodowodowymi,

od angielskiego proof theory). Syntaktyczny charakter ma tez pojecie

tezy KRP. Jak juz wspomnielismy, semantycznym ,odpowiednikiem”

pojecia tezy KRP jest pojecie tautologii. Natomiast semantycznym od-
powiednikiem konsekwencji logicznej jest wynikanie logiczne.

Uwaga: Moéwigc dalej o przestankach i wnioskach, nie przesgdzamy, ze sg to
czyjejs przestanki czy wnioski.

Intuicja lezgca u podstaw definicji pojecia wynikania logicznego jest
nastepujgca: wniosek wynika logicznie z przestanek doktadnie wtedy,
gdy nie moze byc¢ tak, ze wszystkie przestanki sg prawdziwe, a wnio-
sek nie jest prawdziwy.

Warunek typu ,nie moze bycC tak, ze” jest oczywiscie silniejszy od
warunku typu ,nie jest tak, ze”.



Wynikanie logiczne: intuicje
Rozwazmy:
Kazda abra jest kadabrg.
Kazda kadabra jest memeng.

Kazda abra jest memena.

Otoz nie moze byc tak, ze obie przestanki sg prawdziwe, a wniosek
nie jest prawdziwy — przy czym zupetnie nieistotne jest tu, czym sg
abra, kadabra i memena. Innymi stowy: jakkolwiek interpretujemy pre-
dykaty ,jest abrg’, ,jest kadabrg™ i ,jest memeng”, nie jest tak, ze prze-
stanki sg prawdziwe, a wniosek prawdziwy nie jest.

Powyzszy ,przyktad” daje nam ,klucz” do definicji (semantycznego)
pojecia wynikania logicznego.



Wynikanie logiczne: definicja
Definicja 7.1. Formufa zdaniowa A jezyka pierwszego rzedu L wynika lo-

gicznie ze zbioru formut zdaniowych X jezyka L wtw zachodzi:

(#) dla kazdej interpretacji M jezyka L: jezeli wszystkie formuty ze
zbioru X sg prawdziwe przy interpretacji M, to rowniez formuta A jest
prawdziwa przy interpretacji M.

To, ze formuta A wynika logicznie ze zbioru formut X, zapisujemy:

XEA

Uzywajac wprowadzone] wczesnie] notacji, mozemy powiedzieC
krotko:

X E A wtw dla kazdej interpretacji M: jezeli X — Vr(M), to A € Vr(M).
Jest oczywiste, ze powyzsze stwierdzenie jest rownowazne z:
X E A wtw nie istnieje interpretacja M taka, ze: X < Vr(M) oraz A ¢ Vr(M).

Intuicyjny warunek "nie moze byc tak, ze ..." wyrazamy zatem przez
"nie istnieje interpretacja M taka, ze..."



Wynikanie logiczne

Whnioskiem z twierdzenia 6.5, definicji operacji Cn i definicji 7.1 jest:
Twierdzenie 7.1. Jezeli A € Cn(X), to X A.

Z Kolei z twierdzenia 6.6 dostajemy:
Twierdzenie 7.2. Jezeli A € Cn.(X), to XE A.

Mozna réowniez udowodnié, ze gdy XE A, to A € Cn(X). Wrocimy
jeszcze do tego.

Natomiast nie zachodzi odwrotnos¢ twierdzenia 7.1.



Wynikanie logiczne
Teraz spojrzmy na nastepujgcy tabelke:

AeCnX)/AecCn(X) XEA
X c Vr(M) A € Vr(M)
X ¢ Vr(M) A € Vr(M)
lub
A ¢ Vr(M)

Komentarz: Zadna z podanych definicji (konsekwencji, konsekwencji logicznej i
wynikania logicznego) nie zaktada, ze X — ,zbior przestanek” - musi byC zbio-
rem formut prawdziwych (przy danej interpretacji jezyka). Jesli jednak w X-ie
sg wylgcznie prawdy (przy danej interpretacji jezyka), to A jest tez prawdg
(przy tej samej interpretacji jezyka). Jesli natomiast co najmniej jedna formuta
w X-ie nie jest prawdziwa przy danej interpretacji jezyka, to moze sie zdarzyc¢
zarowno to, ze A nie jest prawda przy tej interpretacji jezyka, jak i to, ze A jest
prawdg przy tej interpretacji. To, co faktycznie sie zdarzy, zalezy od postaci
formut w X-ie i postaci formuty A, oraz od tego, czym jest rozwazana interpre-
tacja. Niby to oczywiste, ale warto to gtosno powiedziec :)



Wynikanie logiczne: monotonicznosc¢
Notacja: Piszgc X nonE A, mamy na mysli, ze A nie wynika logicznie z X.
Udowodnimy teraz:

Twierdzenie 7.3. Jezeli YE A oraz Y — X, to XE A.

Dowdd: Zatézmy, ze: YE A oraz Y < X, a ponadto X nonk A. Skoro X nonk A,
to istnieje interpretacja, M, przy ktérej A nie jest prawdg, natomiast wszystkie
formuty w X sg prawdziwe. Poniewaz jednak Y < X, zatem wszystkie formuty
w zbiorze Y sg prawdziwe przy interpretacji M. Tak wiec Y nonE A. Otrzymali-
SMYy Sprzecznosc. g

Twierdzenie 7.3 pokazuje, ze wynikanie logiczne okreslone przez
definicje 7.1 jest monotoniczne: to, co wynika logicznie z pewnego zbio-
ru formut, wynika tez z kazdego ,szerszego” zbioru formut, w ktérym
wyjsciowy zbior jest zawarty.
Dygresja: Istniejg logiki nieklasyczne, w ktorych wynikanie logiczne nie
jest monotoniczne. O nich jednak opowiem przy innej okazji :)



Wynikanie logiczne: wtasnosci

Definiujgc wynikanie logiczne, nie natozyliSmy zadnych ograniczen
na zbior ,przestanek” X. Tak wiec X moze by¢ zarébwno zbiorem nie-
skonczonym, jak i zbiorem skonczonym; jesli natomiast X jest skonczo-
ny, to X moze mieC doktadnie jeden element lub wiecej niz jeden ele-
ment, albo byC zbiorem pustym.

Nastepujgce twierdzenie przyjmiemy chwilowo bez dowodu:
Twierdzenie 7.4. (o finitystycznosci/ zwartosci wynikania logicznego)
X E A wtw istnieje skoriczony podzbioér Y zbioru X taki, ze YE A.
Widzimy zatem, ze w logice pierwszego rzedu (tj. w KRP) z nie-
skonczonego zbioru formut nie wynika logicznie ,nic wiecej” niz z jakie-
gos skonczonego podzbioru tego zbioru.
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Wynikanie logiczne: wtasnosci

Przypominam, ze symbolem & oznaczamy zbidr pusty.
Udowodnimy teraz:

Twierdzenie 7.5. & E A witw A jest tautologia.

Dowod:

(=) Zatézmy, ze D E A. Zauwazmy, ze dla dowolnej interpretacji M warunek

"dla kazdej formuty B € &: B € Vr(M)" jest prawdg, albowiem Zzadna formuta
nie nalezy do zbioru pustego (mowigc doktadniej, gdyby warunek ten nie byt
prawda, to istniataby formuta nalezgca do zbioru pustego, co jest niemozliwe.)

Skoro jednak @ F A, to dla dowolnej interpretacji M mamy réwniez A  Vr(M).
Tak wiec A jest tautologia.

(<) Zatdézmy, ze A jest tautologia, ale & nonk A. Skoro & nonk A, to na mocy
definicji 7.1 istnieje interpretacja M taka, ze M nonE A. Zatem A nie jest tauto-
logig. Otrzymalismy sprzecznosc. g

Widzimy zatem, ze tautologie — i tylko one! — wynikajg logicznie z
pustego zbioru formut.
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Wynikanie logiczne: wtasnosci
Konsekwencijg twierdzen 7.3 i 7.5 jest:

Twierdzenie 7.6. Kazda tautologia wynika logicznie z dowolnego zbioru
formut.

Dowod: Kazda tautologia wynika logicznie ze zbioru pustego, zbior pusty jest
podzbiorem kazdego zbioru, a wynikanie logiczne jest monotoniczne. g

Co wynika logicznie z (dowolnego) zbioru tautologii? Otéz tylko tautologie!
Zachodzi:

Twierdzenie 7.7. Jesli X jest zbiorem tautologii oraz formuta A wynika lo-
gicznie ze zbioru X, to formuta A jest tautologia.

Dowod: Przypusémy, ze X jest zbiorem tautologii, X F A oraz formuta A nie jest
tautologig. Istnieje wowczas interpretacja, M, taka, ze A ¢ Vr(M). Skoro X jest
zbiorem tautologii, to X < Vr(M). Tak wiec X nonk A. OtrzymaliSmy sprzecz-
nosC. g
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Semantyczna sprzecznoSc a wynikanie logiczne

Definicja 7.2. Zbior formut zdaniowych X jezyka L nazywamy semantycz-
nie sprzecznym witw nie istnieje interpretacja jezyka L, przy ktorej
wszystkie formuty nalezgce do zbioru X sg [jednoczesnie] prawdziwe.
Uwaga: Na wyktadzie z metalogiki moéwilismy o zbiorach sprzecznych w sensie
syntaktycznym (teoriodowodowym). Definicja 7.2 wprowadza nowe pojecie:
semantyczng sprzecznosc¢ zbioru formut.

Mowigc dalej o zbiorach sprzecznych, bede miat na mysli zbiory seman-
tycznie sprzeczne.
Twierdzenie 7.8. Jezeli X jest sprzecznym zbiorem formut zdaniowych, to
XE A dla dowolnej formuty zdaniowej A.
Dowod: Niech X bedzie zbiorem sprzecznym. Przypuscmy, ze istnieje formuta
zdaniowa, A, taka, ze X nonE A. Wéwczas istnieje interpretacja, M, taka, ze A
¢ Vr(M) oraz X c Vr(M). Tak wigc X nie jest zbiorem sprzecznym. g

Widzimy zatem, ze ze sprzecznego zbioru formut zdaniowych wyni-
ka logicznie kazda formuta zdaniowa.

13



Wynikanie logiczne formuty z formuty

Czesto zamiast mowienia o wynikaniu logicznym formuty (zdania) ze zbio-
ru formut (zdan), mowimy o wynikaniu formuty z pojedynczej formuty (zdania).
Mozna wprowadzi¢ osobne pojecie dla tego przypadku:

Definicja 7.3. Formutfa zdaniowa A jezyka pierwszego rzedu L wynika lo-
gicznie z formuty zdaniowej B jezyka L (symbolicznie: B A) wiw za-
chodzi:

(#) dla kazdej interpretacji M jezyka L: jezeli formuta B jest praw-
dziwa interpretacji M, to formufa A jest prawdziwa przy interpretacji M.

Mozna tez zdefiniowaC powyzsze pojecie korzystajgc z pojecia wynikania
formuty ze zbioru formut.

Definicja 7.3*. BE A wiw {B} E A.
Jakkolwiek postgpimy, jest oczywiste, ze zachodzi:

Twierdzenie 7.9. {Bs, ..., Bn} FA witw B1 A ... A By EA.

Dowod: Wystarczy zauwazycC, ze, dla dowolnej interpretacji M, {B1, ..., Bn} <
Vr(M) wtw B1 A ... A Bh e Vr(M).
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Wynikanie logiczne a tautologicznosc

Jak pamietamy (? :)), w rachunku zdan wynikanie logiczne — na gruncie
KRZ - formuty A (jezyka KRZ) ze skonczonego zbioru formut {B1, ..., Bn} (jezy-
ka KRZ) zachodzito wtedy i tylko wtedy, gdy formuta (jezyka KRZ) o postaci B
A ... A Bn > A byla tautologig KRZ. W logice pierwszego rzedu nie jest tak pro-
sto, niestety — mamy tu obok zdan réwniez funkcje zdaniowe.

Potrzebujemy teraz ,technicznego” pojecia domkniecia uporzgdkowanego
formuty zdaniowej. Niech dom(A) oznacza domkniecie uporzgdkowane formuty
zdaniowej A (gdzie A jest formuta dowolnego ale ustalonego jezyka pierwsze-
go rzedu).

Definicja 7.4.
(a) Jezeli A jest zdaniem, to dom(A) = A.
(b) Jezeli A jest funkcjg zdaniowg, natomiast Xi,, ..., Xi, S

wszystkimi zmiennymi wolnymi w A, przy czym i1 < ...<Ip, to
dom(A) = Vxi,...Vxi, A.
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Wynikanie logiczne a tautologicznosc¢

Budujgc domkniecie uporzadkowane funkcji zdaniowej A, po prostu po-
przedzamy A duzymi kwantyfikatorami wigzgcymi wszystkie zmienne wolne w
A, przy czym czynimy to w kolejnosci wyznaczanej przez wskazniki zmiennych
wolnych — od wskaznika najmniejszego do coraz wiekszych.

Zachodzi:
Lemat 7.1. Dla dowolnej interpretacji M: M £ A wiw M E dom(A).
Szkic dowodu Lematu 7.1 znajduje sie w "Dodatku 2" do tej prezentaciji.

Udowodnimy teraz:

Twierdzenie 7.10. {Bx, ..., Bn} F A wtw formutfa o postaci
dom(B1) A ... Adom(Bn) > A

Jest tautologig.
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Wynikanie logiczne a tautologicznosc¢

Dowod:
(=) Zatézmy, ze {Bs, ..., Bn} EA i przypuscmy, ze:
dom(B1) A ... Adom(Bp) —> A
nie jest tautologia. Istniejg zatem: interpretacja M oraz M-wartosciowanie s ta-
kie, ze:
(a) ME dom(Bj)[s] - dla kazdego i takiego, ze 1 <i<n,
(b) M nonk Als].
Skoro kazde dom(B;)) jest zdaniem (1 </ < n), to na mocy twierdzenia 4.4:
(c) MEdom(B)) - dla kazdego itakiego, ze 1 <i<n.
Na mocy lematu 7.1 z (c) dostajemy:
(d) ME Bidla kazdego i takiego, ze 1 <i<n.
Z kolei z (b) dostajemy:
(€) MnonkA
Tak wiec {By, ..., Bs} non E A. OtrzymaliSmy sprzecznos¢.
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Wynikanie logiczne a tautologicznosc¢
(<) Zatézmy, ze dom(B1) A ... A dom(B,) = A jest tautologig i przypusémy, ze:
{B1, ..., Bn} nonE A.

Wobwczas istnieje interpretacja M taka, ze:

(a) ME B; - dla kazdego i takiego, ze 1 <i<n
oraz istnieje M-wartosciowanie, s, dla ktorego zachodzi:

(b) M nonk Als].
Skoro jednak dom(B1) A ... A dom(B,) — A jest tautologig, to mamy:

(c) M non E dom(B))[s] dla pewnego i takiego, ze 1 <i<n
czyli

(d) M non E dom(B)) dla pewnego i takiego, ze 1 <i<n
skad na mocy lematu 7.1 dostajemy:

(e) M non E Bidla pewnego i takiego, ze 1 <i<n.
Otrzymalismy sprzecznoscC. g
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Wynikanie logiczne a tautologicznosc¢

Przyktad 7.1. Aby pokazac, ze powyzsze rozwazania nie sg zawieszone w po-
wietrzu, rozwazmy nastepujgce proste formuty (dla przejrzystosci, zamiast
P1'(x1) bede pisat P(x)):

(a) P(x)
(b) VxP(x)
Otoz formuta P(x) —» VxP(x) nie jest tautologig. Jednoczesnie mamy:
P(x) E VxP(x)
poniewaz formuta VxP(x) —» VxP(x) jest tautologig.
Komentarz: Podobnie jak w przypadku KRZ, rowniez tezy KRP o schemacie:
Bin..ABr—> A

gdzie n > 1, ,kodujg” informacje o wynikaniu logicznym — z tym, ze gdy jakies
Bi jest funkcjg zdaniowa, nalezy przejsc¢ do jego domkniecia.
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Wynikanie logiczne a tautologicznosc¢

Skoro domkniecie uporzgdkowane zdania jest po prostu tym zda-
niem, z twierdzenia 7.10 dostajemy:

Twierdzenie 7.11. Niech B, ..., Bn bedg zdaniami. Wowczas {B, ..., Bi} E A
wtw formuta o postaci

Bin..ABh—> A
Jest tautologig.

Czyli w przypadku wynikania logicznego ze skonczonych zbiorow
zdan sytuacja jest analogiczna do znanej z rachunku zdan.
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Dodatek 1 (dla koneserow)

W podanej tu definicji wynikania logicznego odwotalismy sie do pojecia
prawdy, a nie do pojecia spetniania. W literaturze przedmiotu wynikanie lo-
giczne dla jezykow pierwszego rzedu okresla sie czasami inaczej:

Definicja 7.1*. Formuta zdaniowa A jezyka pierwszego rzedu L wynika logicznie
ze zbioru formut zdaniowych X jezyka L wtw zachodzi:

(##) dla kazdej interpretacji M jezyka L: dowolne M-wartosciowanie spet-
niajgce wszystkie formuty w X spetnia tez formute A.

Dla zbiorow zdan oba te pojecia pokrywajg sie (zakresowo), natomiast dla
funkcji zdaniowych juz nie. Przyktadowo, nie jest tak, ze kazde wartosciowanie
spetniajgce funkcje zdaniowg P(x) spetnia tez formute VxP(x) — a zatem nie
zachodzi wynikanie logiczne w sensie definicji 7.1* formuty VxP(x) z formuty
P(x). Jednoczesnie jesli kazde wartosciowanie spetnia P(x), to kazde warto-
sciowanie spetnia VxP(x) - czyli z P(x) wynika logicznie w sensie definicji 7.1
formuta VxP(x).

To, ktérg z definicji wynikania logicznego przyjmiemy, zalezy od wybrane-
go sposobu rozumienia zmiennych wolnych — ,uogdlniajgcego” lub ,,uszczego-
lowiajgcego”. O tym jednak przy innej okazji.
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Dodatek 2: dowod Lematu 7.1

Lemat 7.1. Dla dowolnej interpretacji M: ME A wiw M [ dom(A).

Szkic dowodu: Przypadek, w ktorym A jest zdaniem, jest trywialny, jako ze wow-
czas dom(A) = A.

Zatozmy, ze A jest funkcjg zdaniowg, ktérej jedynymi zmiennymi wolnymi sg
Xiq, ey Xip, Przy czym iy < ...<i,. Niech M = <U, A> bedzie dowolng ale ustalong
interpretacja.
(=) Wystarczy udowodni¢, ze gdy M non E Vxi,...Vxi, A, to M non E A.

Przypusémy, ze n = 1. Gdy M non E Vxi, A, to istnieje M-wartosciowanie, s,
takie, ze M non k Vxi, A[s]. Zatem dla pewnego u € U mamy M non k A[s(ulsi,)].
Poniewaz s(u/si,) jest M-warto$ciowaniem, wnosimy stad, ze M non [ A.

Przypusémy teraz, ze n > 1. Gdy M non k Vxi,...Vxi, A, to istnieje M-warto-
sciowanie, s, takie, ze dla pewnego u1 € U mamy:

M non E ¥ xi,...V X, A[s(u1/si;)].

Ciag s(ui/si;) jest M-warto$ciowaniem; oznaczmy je przez s'.
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Dodatek 2: dowod Lematu 7.1 c.d.
Skoro M non E Vxi,...Vxi, A[s"], to istnieje u2 € U takie, ze:
M non E Vxis...Vxi, A[s'(u2/s"),)].
Ponownie, s'(u2/s'i,) jest M-warto$ciowaniem; oznaczmy je przez s?. Gdy n =
2, mamy juz M non E A[s?], czyli M non E A; w przeciwnym przypadku z tego,
ze M non k Vxi...Vx, A[s?] wnosimy - rozumujgc analogicznie jak poprzednio
- ze istnieje M-wartosciowanie s® takie, ze M nonf Vxj...Vx;, A[s’]. Jest

oczywiste, ze w skonczonej liczbie krokow dojdziemy do M-wartosciowania s”
takiego, ze M non k A[s"]. Zatem M non E A.

(<) Zatézmy, ze ME Vxi,...Vx;, A. Formuta o postaci:
VXi...VXi, A—> A
jest tautologig. Zatem ME A. g
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