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Modele i petnhosc¢



Modele

Jak zwykle zaktadam, ze pojecia wprowadzone na poprzednich wyktadach
sg znane, i podobnie dla notacji ;) Dalej méwimy o jezykach pierwszego rzedu
| ich semantyce teoriomodelowe.

Wprowadzmy na poczagtek pojecie modelu zbioru formut zdanio-
wych:

Definicja 8.1. Modelem semantycznym zbioru formut zdaniowych X nazy-
wamy kazdg interpretacje M (jezyka, w ktorym formuty te sq napisane)
takg, ze X < Vr(M).

Modelem zbioru formut X jest zatem kazda taka interpretacja odpowied-
niego jezyka, przy ktorej wszystkie formuty w X-ie sg prawdziwe.

Zauwazmy, ze to interpretacje sg modelami zbiorow formut, a nie zbiory
formut sg modelami czegokolwiek :) Dalej zamiast o modelach semantycznych
bedziemy mowi¢ po prostu o modelach.

To, ze interpretacja M jest modelem zbioru formut X, zapisujemy:
M EX.




Modele a wynikanie logiczne

Korzystajgc z pojecia modelu, mozna w zwiezty sposob zdefiniowac poje-
cie wynikania logicznego, przy czym taka definicja bedzie rownowazna po-
przednio podanej (tj. definicji 7.1). Potrzebujemy jednak pojecia pomocnicze-
go. Ot6z nazwijmy modelem formuty zdaniowej A model zbioru jednostkowego
{A} (tj. zbioru, ktérego jedynym elementem jest formutg A. Modelem formuty
zdaniowej bedzie zatem kazda interpretacja jezyka (w ktérym wyrazona zosta-
ta formuta A) taka, ze A jest prawdg przy tej interpretac;i.

Zauwazmy, ze warunek:

(#*) kazdy model zbioru X jest modelem formuty A
wyraza to samo, co warunek:

(#) dla kazdej interpretacfi M jezyka L: jezeli wszystkie formuty ze zbioru X sg

prawdziwe przy interpretacji M, to rowniez formufa A jest prawdziwa przy interpre-

tacji M.

"Alternatywna" definicja wynikania wyglgda zatem nastepujgco:
Definicja 7.1*. Formuta zdaniowa A jezyka pierwszego rzedu L wynika lo-
gicznie ze zbioru formut zdaniowych X jezyka L wtw kazdy model zbio-
ru X jest modelem formuty A.



Modele
Zanim pojdziemy dalej, przypomnijmy:

Definicja 7.2. Zbior formut zdaniowych X jezyka L nazywamy semantycznie
sprzecznym witw nie istnieje interpretacja jezyka L, przy ktorej wszystkie for-
muty nalezgce do zbioru X sg [jednoczesnie] prawdziwe.

Zbior semantycznie niesprzeczny to oczywiscie taki, ktory nie jest seman-
tycznie sprzeczny. Oczywistym wnioskiem z definicji 7.2 i 8.1 jest:

Twierdzenie 8.1. Zbior formut zdaniowych X nie jest semantycznie
sprzeczny (1j. jest semantycznie niesprzeczny) wtw zbior X posiada co
najmniej jeden model.

Na wyktadach poswieconych metalogice wprowadzilismy rowniez inne po-
jecia sprzecznosci/ niesprzecznosci. Przypomnijmy:

Definicja 1.5. Zbior formut zdaniowych X jest sprzeczny wtw istnieje taka formuta
zdaniowa A, ze do zbioru Cny(X) nalezy zarowno formuta A, jak i jej hegacja,

—A.
Gdy takiej formuty nie ma, mowimy, ze zbior X jest niesprzeczny.




Modele

Dalej uzywajgc pojeC sprzecznosci/ niesprzecznosci w sensie definicji 1.5,
bedziemy mowi¢ o syntaktycznej sprzecznosci/ niesprzecznosci. Odpowied-
nich pojec¢ syntaktycznych i semantycznych nie nalezy myli¢; majg one rozne
tresci.

Zajmijmy sie teraz zwigzkami miedzy syntaktyczng niesprzecznoscig a po-
siadaniem modelu. Odnotujmy na poczatek:
Twierdzenie 8.2. Jezeli zbior formut zdaniowych X posiada model, to zbior
X Jest syntaktycznie niesprzeczny.
Dowod: Zalézmy, ze zbior X posiada model, tj. ze istnieje interpretacja, M, taka,
ze X < Vr(M). Przypusémy, ze zbior X jest syntaktycznie sprzeczny. Istnieje
wowczas formuta zdaniowa, A, taka, ze A € Cny(X) oraz '— A' € Cny(X). Ko-

rzystajgc z twierdzenia 6.6, wnosimy stad, ze A € Vr(M) oraz — A’ € Vr(M), co
przeczy semantycznej zasadzie sprzecznosci (tj. twierdzeniu 3.5). Tak wiec
zbior X jest syntaktycznie niesprzeczny. g

Zachodzi tez twierdzenie odwrotne do twierdzenia 8.2; co wiecej, fakt ten
ma daleko idgce konsekwencje. Jakie? Zeby to dostrzec, potrzebujemy dwoch
twierdzen pomocniczych, czyli lematow.



Dygresja: pewien lemat

Lemat 8.1. Jezeli A jest zdaniem oraz A ¢ Cn(X), to zbior X u {—A} jest
Syntaktycznie niesprzeczny.

Szkic dowodu: Zatézmy, ze A ¢ Cn(X), A jest zdaniem, oraz X U {—A} jest syn-
taktycznie sprzeczny. Istnieje wowczas formuta B taka, ze:

B e CnL(XU {_IA})
oraz

‘—B’ € CnL(XU {_IA})
Jednoczesnie:
czyli

(B—> (wB—> (BA-=B)) € Cn (XU {-A}).
Tak wiec:
(BA—-B) e Cn (XU {-A}).



Szkic dowodu lematu 6.1

Skoro A jest zdaniem, to —A jest zdaniem. Na mocy twierdzenia o dedukcji do-
stajemy:

(_IA —> BA —|B) € Cn._(X).
Jednoczesnie mamy:

(HA—>BA-B)—> A) e Arp
skad wnosimy, iz:
(WA > BA-B)—> A) e Cn(X).
Tak wiec skoro (—A - B A —B) € Cn,(X), to:
A € Cn(X)

co jest niezgodne z zatozeniem. Ta uwaga konczy dowdd. g

Tyle jesli chodzi o sprawy techniczne. Rozwigzanie zagadki przybli-
za kolejny lemat. Zacznijmy jednak od przypomnienia.



Zagadnienie petnosci KRP

Na poprzednich wyktadach udowodnilismy:
Twierdzenie 6.3. Kazda teza KRP jest tautologig.
Twierdzenie 7.2. Jezeli A € Cni(X), to XE A.

| padta sugestia, ze mozna udowodni¢ twierdzenia odwrotne od powyz-
szych, zwane tez twierdzeniami o petnosci KRP. Bedziemy teraz zmie-
rzac w tym kierunku.

Zastanowmy sie, co wystarczy udowodnic¢, aby nastepnie udowod-
ni¢ twierdzenia o petnosci.

Pewien ,trop” daje nam nastepujgcy:




Zagadnienie petnosci KRP

Lemat 8.2. Jezeli kazdy syntaktycznie niesprzeczny zbior formut zdanio-
wych posiada model, to:

(a) kazda tautologia jest tezg KRP oraz
(b) jezeli X E A, to A € Cn(X).

Dowdd:
ad. (a):
Zatozmy, ze A jest tautologig oraz ze A nie jest tezg KRP. Wowczas
A ¢ Cn(Arp)
czyli
A ¢ Cn (D)

Wiemy, ze dla dowolnego zbioru formut X:
A € Cn(X) wiw dom(A) € Cn,(X).
Tak wiec
dom(A) ¢ Cny (D).



Zagadnienie petnosci KRP
dom(A) jest zdaniem. Poprzednio udowodnilismy:

Lemat 8.1. Jezeli A jest zdaniem oraz A ¢ Cny(X), to zbior X v {—A} jest syntak-
tycznie niesprzeczny.

Zatem zbior:
& U {—~dom(A)}
czyli zbior:
{—~dom(A)}
jest syntaktycznie niesprzeczny. Na mocy zatozenia twierdzenia zbior ten po-
siada model, {j. istnieje taka interpretacja M, ze:

M E {—dom(A)}
Wnosimy stad, ze:
M non E dom(A)

skad na mocy lematu 7.1 z poprzedniego wyktadu dostajemy:

M nonk A
Tak wiec A nie jest tautologig, co jest niezgodne z przyjetym zatozeniem.
ad. (b) Dowod przebiega analogicznie (prosze sprobowac swoich sit ;) m
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Zagadnienie petnosci KRP

Tak wiec aby pozytywnie rozwigzac¢ zagadnienie petnosci KRP, wystarczy
udowodnic, ze kazdy syntaktycznie niesprzeczny zbior formut zdaniowych po-
siada model.

Udowodnit to w 1930 r. Kurt Godel; de facto udowodnit nawet wiece;:

Twierdzenie 8.3 (Godla o istnieniu modelu). Kazdy syntaktycznie nie-
sprzeczny zbior formut zdaniowych posiada model przeliczalny, tj. taki,
ze Jego uniwersum jest rownoliczne ze zbiorem wszystkich liczb natu-
ralnych.

Komentarz: Zapraszam na wykitad :)

Z twierdzenia 8.3 dostajemy rzecz jasna

Whniosek 8.1. Jesli zbior formut zdaniowych X jest syntaktycznie niesprzeczny, to
zbior X posiada model.

Cco W potgczeniu z twierdzeniem 8.2 daje:

Whniosek 8.2. Zbior formut zdaniowych X jest syntaktycznie niesprzeczny witw
zbior X posiada model.

Ponadto z w oparciu o twierdzenie 8.3 dostajemy m.in.:
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Zagadnienie petnosci KRP
Twierdzenie 8.4. Kazda tautologia jest tezg KRP.
Dowod: Na mocy twierdzenia 8.3 oraz lematu 8.2. g
Twierdzenie 8.5. A jest tautologig wtw A jest tezg KRP.
Dowod: W oparciu o twierdzenie 8.4 i twierdzenie 6.3.g
Twierdzenie 8.6. Jezeli XE A, to A € Cn(X).
Dowdd: Na mocy twierdzenia 8.3 oraz lematu 8.2.g

Twierdzenie 8.7. X A wiw A € Cn(X).
Dowod: W oparciu o twierdzenie 8.6 oraz twierdzenie 7.2. g

Uwaga: W literaturze anglojezycznej twierdzenia 8.4 1 8.6 nazywa si¢ twierdzeniami o
pelnosci (completeness) KRP. W polskiej literaturze przedmiotu miano to rezerwuje
si¢ zwykle (ale nie zawsze) dla twierdzen 8.5 1 8.7.

Twierdzenie 8.8. Zbior formut zdaniowych X jest syntaktycznie niesprzecz-
ny wtw zbior formut zdaniowych X jest semantycznie niesprzeczny.

Dowod: Na mocy twierdzen 8.1 i 8.2 oraz wniosku 8.1.g
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Szkic dowodu twierdzenia Gbédla o istnieniu modelu

Twierdzenia Godla o istnieniu modelu nie bedziemy tu dowodzi¢. Standardowy
dowdd (ktory nie jest oryginalnym dowodem Godla, lecz ktorego zasadnicza
idea pochodzi od Henkina) moze przebiegac z grubsza jakos tak:

Niech X bedzie syntaktycznie niesprzecznym zbiorem formut zdaniowych
pewnego (dowolnego ale ustalonego) jezyka pierwszego rzedu L.

|. Wzbogacamy jezyk L, w ktérym zostat zapisany X, o przeliczalnie nieskon-
czenie wiele nowych statych indywiduowych by, b, ..., b,, .... , otrzymujac ,ho-
wy” jezyk L*. Jest oczywiste, ze X jest rowniez zbiorem formut jezyka L*.

Il. Wszystkie formuty zdaniowe jezyka L* zawierajgce co najwyzej jedng
zmienng wolng ustawiamy w cigg nieskonczony:

A1(Xiy), Ax(Xin),s -ooy An(Xip), -
lll. Okreslamy indukcyjnie pewien nieskonczony cigg Bs, B., ..., B, zdan jezyka
L*
B1 = —|VX,'1 A1(X,'1) —> —|A1[X,'1 / b1]
Bn = —|VX,'n An(X,'n) —> _'An[xin/ bfn]
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Szkic dowodu twierdzenia Gddla o istnieniu modelu
gdzie b, jest “najwczesniejszg” statg indywiduowg sposrod by, by, ..., by, ...,
ktora nie wystepuje w zadnej z formut A(x;,), Az(X5), ..., An(X;,) i ktora jest roz-
na od wszystkich statych indywiduowych b;,, b, ..., b;,_, ,uzytych wczesniej” .
V. Tworzymy nieskonczony cigg zbiorow formut zdaniowych jezyka L*

Yi, Yo, ...
nastepujgco:
Yi=X
Yoe1= Y, U {Bn}.

V. Wykazujemy, ze kazdy zbior bedgcy wyrazem powyzszego ciggu jest syn-
taktycznie niesprzeczny.

VI. Tworzymy sume utworzonego wyzej nieskonczonego ciggu zbiorow. Jest
oczywiste, ze taka suma jest rowna:

XU {B1, Bz, B3, }
VIl. Dowodzimy, ze powyzszy zbior jest syntaktycznie niesprzeczny.
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Szkic dowodu twierdzenia Gbdla o istnieniu modelu

VIl. Teraz korzystamy (lub osobno dowodzimy) z Lematu Lindenbauma:

Jezeli Z jest syntaktycznie niesprzecznym zbiorem formut zdaniowych je-
Zyka pierwszego rzedu, to istnieje teoria Y [wyrazona] w tym jezyku, ktora jest
Syntaktycznie niesprzeczna, zupetna z uwagi na rozwazany jezyk i taka, ze
ZcY.

Teoria taka istnieje rowniez dla utworzonego wyzej zbioru:
Xu{B,, By, Bs, ....}.
Oznaczmy jg po prostu przez Y.
Uwaga: Skoro Y jest teorig, to oczywiscie Cn.(Y) c Y.
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Szkic dowodu twierdzenia Gbédla o istnieniu modelu

VIIl. Budujemy interpretacje jezyka M = <U, A> jezyka L* takg, ze (mowigc nie-
co niescisle, ale za to klarownie):

- U jest zbiorem wszystkich termow domknietych jezyka L* (tj. tych termow,
w ktorych nie wystepujg zmienne indywiduowe);

- dla kazdego predykatu P jezyka L*. A(P) jest relacjg w U taka, ze:
AP) 71, ..., to)) WtW P(1q, ..., ;) € Y

[gdzie 7, ..., 7, Sg termami domknietymi jezyka L*],

- dla kazdej statej indywiduowej a jezyka L™ A(a) = a,

- dla kazdego symbolu funkcyjnego F jezyka L*: A(F) jest funkcjg defi-
niowang przez

A(F) (7, ..., 7) = F(&, ..., 7))
[gdzie 7, ..., 7, Sg termami domknietymi jezyka L*].

Uwaga: Jest oczywiste, ze dla kazdego termu domknietego 7 jezyka L* oraz
dla kazdego M-warto$ciowania s mamy w efekcie:

tMs]=r.
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Szkic dowodu twierdzenia Gbédla o istnieniu modelu

|X. Kolejny krok polega na wykazaniu, ze powyzsza interpretacja M jest mode-
lem teorii Y.

X. Skoro M jest modelem Y, a X c Y, to M jest tez modelem wyjsciowego zbio-
ru formut X. Z kolei poniewaz termow domknietych jezyka L* jest przeliczalnie
nieskonczenie wiele, jest to model przeliczalny.

Xl. Cieszymy sie, ze to juz prawie koniec dowodu.

Xll. Czemu "prawie"? Bo zbudowana wtasnie interpretacja jest interpretacjq je-
zyka L*, a nam chodzito o odpowiednig interpretacje jezyka L. Ale — dzieki
wrodzonej inteligencji — zauwazamy natychmiast, ze para uporzgdkowana <U,

A'>, gdzie funkcja A’ jest okreslona na zbiorze statych pozalogicznych jezyka L

i, cO wiecej, jest na tym zbiorze okreslona "tak samo" jak funkcja A, jest inter-
pretacjg jezyka L, a ponadto jest modelem rozwazanego zbioru formut X tego
jezyka, co wiecej, modelem przeliczalnym.

[ h
Xlll. Teraz cieszymy sie, ze jest to koniec dowodu T
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Komentarz: Szczegoty naszkicowanego wyzej dowodu mogg Panstwo znalez¢ w
podreczniku Batoga ,Podstawy logiki”.

Powyzszy dowod mozna tez poprowadziC nieco inaczej (przy zachowaniu idei
Henkina); przyktadowo, warto zajrze¢ do:

- Andrzej Grzegorczyk, Zarys logiki matematycznej, lub
- Geoffrey Hunter, Metalogika.
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Modele na liczbach naturalnych

Spostrzezenie: Skoro termow domknietych jezyka L* jest tyle, co liczb natural-
nych, to mozemy je ,ponumerowac”; niech g bedzie funkcjg réznowartosciowg
przyporzadkowujgcg termom domknietym jezyka L* liczby naturalne. Zamiast
interpretacji M moglibysmy wprowadzic interpretacje M = <U*, A"> taka, ze:

o U¥= N,

e dla kazdego predykatu P jezyka L™

<g(t1), ..., 9(1,)> € AHP)wtw P(zy, ..., 7,) € Y
e dla kazdej statej indywiduowej a jezyka L™
A'(a) = g(a),
e dla kazdego symbolu funkcyjnego F jezyka L*

N F)g(tr), e 9(10) = G(F(1, -y ).

Mozna pokazaé, ze interpretacja M” jest modelem wyjsciowego zbioru X. In-
nymi stowy, zachodzi:

Twierdzenie 8.9. Kazdy syntaktycznie niesprzeczny zbior formut zdanio-
wych posiada model, ktérego uniwersum jest zbior liczb naturalnych.

Komentarz: Zapraszam na wyktad :)
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Twierdzenie Lowenheima-Skolema

Odnotujmy jeszcze:

Twierdzenie 6.10 (Lowenheima-Skolema) Zbior formut zdaniowych posia-
da model wtw posiada on model przeliczalny.

Dowod:
(=) Korzystamy z twierdzenia 8.2 i twierdzenia 8.3.
(<) Oczywiste. g

Komentarz: Rzecz jasna zapraszam na wyktad :)
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