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Zagadnienia egzaminacyjne

Metalogika
Obowigzuje znajomos¢ wszystkich wprowadzonych na wyktadach pojec.

Przyktadowe zadania:
1. Prosze uzupetnié¢ podane nizej zdania:

a) zbior formut zdaniowych X danego jezyka pierwszego rzedy nazywamy teorig (lub systemem
dedukcyjnym) wtw ...

b) zbiér formut zdaniowych X danego jezyka pierwszego rzgdu jest (syntaktycznie) sprzeczny wiw
istnieje taka formuta zdaniowa A tego jezyka, ze ....

2. Ktore z ponizszych stwierdzen nie jest prawdziwe:
a) jesli X jest syntaktycznie sprzecznym zbiorem formut zdaniowych jezyka pierwszego rzedu, to
istnieje formuta zdaniowa A tego jezyka taka, ze obie formuly, A oraz —A, sg elementami zbioru X,

b) jesli X jest syntaktycznie sprzecznym zbiorem formut zdaniowych jezyka pierwszego rzegdu, to
istnieje formuta zdaniowa A tego jezyka taka, ze obie formuty, A oraz —A, sa konsekwencjami
logicznymi zbioru X.
3. Dany jest nastepujacy zbior formut zdaniowych jezyka pierwszego rzedu:

{P1}(a1), P1}(a1) — P3%(a1, as), —Ps*(a1, as)}
Czy zbior ten jest syntaktycznie sprzeczny? Prosze uzasadni¢ odpowiedz.
4. O zbiorze formut zdaniowych X danego jezyka pierwszego rzgdu L wiadomo, co nastgpuje:

(1) X jest teoria,

(i) istnieje podzbiodr Y zbioru X taki, ze Y jest sprzeczny.
Czy w tej sytuacji mozemy stwierdzi¢, ze zbior wszystkich konsekwencji logicznych zbioru X jest
zupetny z uwagi na jezyk L? Prosze¢ uzasadni¢ odpowiedz.

Semantyka teoriomodelowa: pojecia

Na egzaminie obowigzujg definicje nastepujgcych poje¢ wprowadzonych na wyktadach;

definicje te mogg Panstwo znalez¢ w prezentacjach:

> interpretacja semantyczna j¢zyka KRP (interpretacja semantyczna danego jezyka
pierwszego rzedu);

Y

M-warto$ciowanie; warto$¢ termu przy M-warto$ciowaniu;

v

spetnianie formuty zdaniowej A przy interpretacji M przez M-wartosciowanie S;

Y

prawdziwos¢ 1 fatszywos¢ formuty zdaniowej (jezyka KRP, danego jezyka pierwszego
rz¢du) przy interpretacji M;

tautologia: jezyka KRP, danego jezyka pierwszego rzedu,

wynikanie logiczne;

domknigcie uporzadkowane formuty zdaniowej A;

YV V V V

model semantyczny zbioru formul X danego jezyka pierwszego rzedu;



» sprzeczny / niesprzeczny (w sensie semantycznym) zbiér formut zdaniowych danego
jezyka pierwszego rzedu;

> jezyk pierwszego rzgdu z identyczno$cia; interpretacja semantyczna z absolutnym pojgciem
identyczno$ci; model semantyczny z absolutnym pojeciem identycznoSci;

> tautologia logiki z identycznoscia.

Przyktadowe zadania:

5. Niech A, B, C beda formutami zdaniowymi jezyka pierwszego rzgdu L. Przypusémy, ze A wynika
logicznie ze zbioru formutl {B, C}. Przypusé¢my tez, ze B oraz C sg prawdziwe przy interpretacji M
jezyka L. Czy mozemy stad wnosi¢, ze A jest prawda przy kazdej interpretacji jezyka L? Proszg
uzasadni¢ odpowiedz.

6. Niech A, B, C bgda formutami zdaniowymi jgzyka pierwszego rzedu L. Przypusémy, ze C wynika
logicznie z B, natomiast B wynika logicznie z A. Czy wowczas C wynika logicznie z A? Prosze
uzasadni¢ odpowiedz.

7. Niech A, B, C begda formutami zdaniowymi jezyka pierwszego rzedu L. Przypusémy, ze C wynika
logicznie z B, natomiast B wynika logicznie z A. Niech M bedzie interpretacja jezyka L, przy ktorej
C nie jest prawda. Jaka jest warto$¢ logiczna formuty A przy interpretacji M? Prosze uzasadnic
odpowiedz.

8. Niech A € Cn.(X) oraz niech A |= B. Przypusémy, ze interpretacja M jest modelem zbioru formut
X. Co w tej sytuacji mozemy powiedzie¢ o warto$ci logicznej formuty B przy interpretacji M?

9. Niech A bedzie zdaniem danego jezyka pierwszego rzedu, natomiast X bedzie zbiorem formut
zdaniowych tego jezyka. Przypusé¢my, ze A nie wynika logicznie ze zbioru X. Czy w tej sytuacji
mozemy powiedzie¢ — a jesli tak, to na jakiej podstawie - ze zbidor X U {—A} posiada model? Prosz¢
uzasadni¢ odpowiedz.

10 Jaki warunek powinna spetnia¢ formuta zdaniowa A jezyka pierwszego rz¢du, aby nastgpujace
warunki byly rownowazne:
a) A jest prawdziwa przy interpretacji M;
b) istnieje M-wartosciowanie, ktore (przy interpretacji M) spetnia A.
11. Co f3czy a co ro6zni nastepujace pojecia:
(a) pojecie tezy KRP i pojecie tautologii KRP?
(b) pojecie konsekwencji logicznej i pojecie wynikania logicznego?
(¢) pojecie syntaktycznie niesprzecznego zbioru formut 1 pojecie semantycznie
niesprzecznego zbioru formut?

12. Czy o kazdej formule zdaniowej jezyka pierwszego rzedu mozemy powiedzie€, ze przy pewnych
interpretacjach tego jezyka jest ona prawdziwa, przy innych za$ nie? Prosz¢ uzasadni¢ odpowiedz.
13. Czy dla kazdej formuly zdaniowej jezyka pierwszego rzedu istnieje taka interpretacja tego
jezyka, przy ktorej formuta ta nie jest prawdziwa? Prosz¢ uzasadni¢ odpowiedz.

14. Wnioskowanie nazywamy dedukcyjnym wowczas, gdy jego wniosek wynika logicznie z
przestanek. Czy jest tak, Ze co najmniej jedna przestanka kazdego wnioskowania dedukcyjnego jest
tautologia? Prosze uzasadni¢ odpowiedz.

15. Wnioskowanie nazywamy dedukcyjnym wowczas, gdy jego wniosek wynika logicznie z
przestanek. Czy jest tak, ze wniosek kazdego wnioskowania dedukcyjnego jest prawdziwy? Prosze
uzasadni¢ odpowiedz.

16. Przypusémy, ze zachodza: (a) X |=A, (b) X |= B,(c)A |=ﬁB. Czy w tej sytuacji mozemy z calg
pewnoscia stwierdzi¢, ze zbior X jest semantycznie sprzeczny? Prosz¢ uzasadni¢ odpowiedz.



17. Przypusémy, ze zbior formut zdaniowych X danego j¢zyka pierwszego rzgdu L jest
syntaktycznie niesprzeczny. Czy mozemy stad wnosi¢ — a jesli tak, to na jakiej podstawie - ze:
a) zbior X posiada model przeliczalny?
b) istnieje interpretacja jezyka L, przy ktorej wszystkie formuty zdaniowe w zbiorze X sg
prawdziwe?
c) zbior X jest semantycznie niesprzeczny?
18. Zalozmy, ze formuta zdaniowa A majaca postaé¢ Ixa (P1%(a, X)) jest spetniona przez pewne
wartosciowanie S przy interpretacji M. Czy wowczas:
a) moze istnie¢ takie M-warto$ciowanie S’, ktore nie spetnia formuty A,
b) formuta zdaniowa A nie jest ani prawdziwa ani fatszywa przy interpretacji M,
c) interpretacja M nie jest modelem jednoelementowego zbioru {—A},
d) A e Vr(M).
20. Zat6zmy, ze zachodzi X |=A. Czy wowczas:
a) istnieje interpretacja M taka, ze X € Vr(M),
b) Y FAdlakazdego Y takiego, ze X € Y,
c) Y FAdlakazdego Y takiego, ze Y C X,
d) istnieje interpretacja M taka, ze A € Vr(M).

Zdarzy¢ sie mogg rowniez zadania ,zyciowe” typu:

21. Wnioskowanie nazywamy dedukcyjnym wowczas, gdy jego wniosek wynika logicznie
z przestanek. Czy nastepujace wnioskowanie:

Niektorzy kognitywisci sq geniuszami.
Zenobiusz jest kognitywistq.
Zatem: Zenobiusz jest geniuszem.

jest dedukcyjne? Prosze uzasadni¢ odpowiedz.

22. Wnioskowanie nazywamy dedukcyjnym wowczas, gdy jego wniosek wynika logicznie z
przestanek. Czy nastepujace wnioskowanie:

Jesli Jan mieszka w Poznaniu, to jest liberatem.
Jan mieszka w Poznaniu, ale nie jest liberalem.
Zatem: Jan mieszka w Kaliszu.
jest dedukcyjne? Prosze uzasadni¢ odpowiedz.

Semantyka teoriomodelowa: twierdzenia

Przyzwoito$¢ wymaga, aby zna¢ (i rozumie¢ :)) wszystkie twierdzenia, o ktérych byta mowa na wy-
ktadach. Kompromis migdzy bytem a powinnoscia skutkuje nastgpujacym zestawem zagadnien:

23. Podaj tres¢ i przeprowadz dowdd twierdzenia: (a) o semantycznej zasadzie wytaczonego srodka; (b) o
semantycznej zasadzie sprzecznosci (Twierdzenia 3.5, 3.6).

24. Podaj dowod nastepujgcego twierdzenia (Twierdzenie 5.6): Jezeli Y E A oraz Y < X, to X F A oraz wyjasnij
jego tres¢ intuicyjna.

25. Prosze udowodni¢ nastepujgce twierdzenie (zob. Lemat 6.2. cze$¢ (i)). Jezeli kazdy syntaktycznie nie-
sprzeczny zbior formut zdaniowych posiada model, to kazda tautologia jest tezq KRP.

26. Podaj dowod nastepujgcego twierdzenia: Jezeli istnieje formuta zdaniowa A taka, Ze A nie wynika logicznie
ze zbioru formut zdaniowych X, to X jest zbiorem (semantycznie) niesprzecznym (Uwaga: twierdzenie to jest
bezposrednim nastepstwem Twierdzenia 5.10: Jezeli X jest sprzecznym zbiorem formut zdaniowych, to X |= A
dla dowolnej formufy zdaniowej A, wystarczy zatem udowodni¢ to twierdzenie i dokonaé transpozycji).



27. Podaj tres¢ twierdzenia (a) o adekwatno$ci KRP (wzgledem semantyki teoriomodelowej), (b) o petnosci
KRP (wzglgdem semantyki teoriomodelowej).

28. Podaj tres¢ twierdzenia Gddla o istnieniu modelu.
29. Co glosi lemat Lindenbauma?

30. Co glosi twierdzenie Léwenheima-Skolema?



