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Logika II

Materiaty do wyktadu dla studentow kognitywistyki

Wyktad 15. Tréojwartosciowa logika zdan Lukasiewicza



Wprowadzenie

W logice trojwartosciowej, obok tradycyjnych wartosci logicznych,
Prawdy 1 | Fatszu 0, postugujemy sie rowniez trzecig wartoscig lo-
giczng — zresztg rozmaicie rozumiana.

Dla potrzeb tego wyktadu przyjmijmy po prostu, ze zbiér wartosci
logicznych jest trojelementowy: {0, "%, 1}.
InteresowaC nas bedzie gtownie trojwartosciowy rachunek zdan,

odkryty/ skonstruowany na poczatku XXw." przez polskiego logika, Ja-
na tukasiewicza. Rachunek ten oznaczymy przez L.

U podstaw rozwazan tukasiewicza lezata pewna motywacja filozo-
ficzna (o czym na wyktadzie).

'Pierwsza publikacja ukazata si¢ w 1920 .



Rachunek L3: sposob rozumienia spojnikow

Rachunek k3 jest wyrazony w takim samym jezyku, co KRZ. Jednakze
Sposob rozumienia spojnikow jest odmienny niz w przypadku KRZ. Dalej be-
dziemy dalej uzywac¢ symboli -, —, A, v, <> W sensie nadanym im przez ra-
chunek L.

Ten sposob rozumienia mozna najprosciej opisaC za pomocg nastepujg-
cych tabelek:

A —A
0 1
Y2 Y2
1 0




—> 0 %2 1
o1 1 1
V21%2 1 1
110 % 1
A0 %21
0/0 0 O
210 %2 Y
110 % 1
Objasnienie:

Rachunek L3: sposob rozumienia spojnikow

vi0 %1
00 7%~ 1
V2|2 2 1
111 1 1
<0 % 1
01 20
212 1 2
110 %2 1

Wartosc logiczna formuty A znajduje sie w linii pionowej, wartosc
formuty B w linii poziomej, natomiast wartosc¢ formuty postaci (A ® B), gdzie ®
jest spojnikiem dwuargumentowym, znajduje sie na przecieciu obu linii.



¥ ;-wartoSciowania i L3-tautologie

W pierwszym przyblizeniu mozemy powiedzieC, ze tjz-wartosciowaniem
jest funkcja przyporzgdkowujgca formutom wartosci logiczne ze zbioru {0, %,
1} i ,zgodna” z powyzszymi tabelkami. Z kolei t;-tautologig jest formuta, ktora
jest prawdziwa (tj. ,otrzymuje” wartosc 1) przy kazdym wartosciowaniu.

Juz takie pobiezne okreslenie pozwala nam zobaczycC, ze nastepujgce tau-

tologie KRZ nie sg L;-tautologiami:
(1) pv—p

2)  —(pA-p)
3) pA—p—>q
(P—>q)Ap—>q
(P=>q)A(@—>1—>(P—>T)
6) (P> p)—>p
Natomiast kazda k;-tautologia jest tautologig KRZ.
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¥ ;-wartoSciowania i L3-tautologie

Gdyby chciec¢ nieco doktadniej okresli¢ pojecie Lz-wartosciowania, naleza-

loby na poczatek zdefiniowac¢ funkcje prawdziwosciowe odpowiadajgce po-

szczegolnym spojnikom. Przyktadowo, funkcje f_ odpowiadajgca spojnikowi
negacji w L3 da sie zdefiniowac tak:

(i) f£(0)=1,

(i) f("2) = -,

(iii) f(1)=0.

co mozemy zresztg ,odczytac” z tabelki:

A —-A
0 1
V2 V2
1 0




¥ ;-wartoSciowania i L3-tautologie

Natomiast funkcje £, wyznaczajgcg znaczenie spojnika implikacji - w L,
definiuje nastepujgcy cigg rownosci:

(i) ,(0,0) =1,
(ii) (0, %2) =1,
(i)  £,(0,1) =1,
(iv) (Y2, 0) =,
(V) .02, 2) =1,
(vi) (Y, 1) =1,
(vii) f,(1,0) =0,
(viii) (1, Y2) =,
(ix) ,1,1) =1.

Poréwnajmy to z tabelka: -0 % 1

o1 1 1

2% 1 1

110 % 1




¥ ;-wartoSciowania i L3-tautologie
Podanie definicji funkciji £, 1, i f,, dla £3; pozostawiam Panstwu jako ¢wiczenie :)

Definicja 15.1. ks-warto$ciowaniem jest dowolna funkcja v, ktérej argumentami

sg formuty (jezyka rachunku L3/KRZ), a wartosci nalezg do zbioru {0, "2, 1},
spetniajgca nastepujgce warunki.

(a) dla dowolnej zmiennej zdaniowej p;. v(p;) = 0 albo v(p;) = Y2 albo v(p,) =1,
b) v(=A) =1 (v(A)),

c) V(A — B)=1,(v(A), v(B)),

c) V(A A B) =1(v(A), v(B)),

d) v(Av B)=1(v(A), v(B)),

(
(
E
(€) V(A © B) = f,(v(A), v(B)).

Pojecie L;-tautologii mozemy teraz zdefiniowaC nastepujgco:

Definicja 15.2.
Formuta A jest L3-tautologig wiw dla kazdego ts-wartosciowania v: v(A) = 1.




Wynikanie na gruncie L3

Niech X k., B skraca ,formuta B wynika na gruncie rachunku L3 ze zbioru
formut X".

Definicja 15.3. (wynikanie na gruncie t3)
X ke, B wiw dla kazdego Ls-warto$ciowania v zachodzi:

(#) jezeliv(A) =1 dla kazdego A € X, tov(B) =1.

Wynikanie na gruncie L3 pocigga wynikanie na gruncie KRZ. Nie jest jed-
nak na odwrat.




System aksjomatyczny rachunku s

Rachunek L3 mozna przedstawi¢ w postaci systemu aksjomatycznego. Oto
jedna z aksjomatyk:

p—(q—>p)
(P—>q)>((@—>nN—>P—>r)
(=P —> —q) > (9 > p)
(b—>=p)—>p)—>p

Pierwotne reguty inferencyjne to reguta odrywania, reguta podstawiania
(rozumiane standardowo) oraz requfa zastepowania z uwagi na nastepujgce
rownosci definicyjne (odmienne od znanych z KRZ!!!):

AVB=df(A—)B)—)B
A/\B=df—|(—|AV—|B)
Ao B=4(A->B)A (B> A).

Pojecia dowodu i tezy rozumiemy w zwykty sposob. Mozna udowodnic:
Twierdzenie 15.1. Formuta A jest tezg rachunku L3 wiw A jest Ls-tautologia.
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Dodatek 1. L3 jako logika modalna

Gdy wprowadzimy do £; spéjnik mozliwosci ¢ za pomoca réwnosci definicyjnej:

QA = df —-A-> A
| spojnik koniecznosci O poprzez rownosc:
OA = df —0—-A

a takze wprowadzimy modalny spojnik I (,jest przypadkowe/modalnie obojetne, ze”),
ktadac:
IA = 4 OA A —DA

to spojniki te bedg miaty nastepujgce charakterystyki semantyczne:

A| OA| DA IA
0 0 0 0
V2| 1 0 1
111 1 0

Po odpowiedniej adaptaciji reguty zastepowania dowodliwe bedg m.in.:

(7) pvIpv-—p
(8) (P A Ip A —=p)
,wyrazajgce” tgcznie trojwartosciowosc logiki L.
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Dodatek 2. L3-matryca

Warto wiedzie€, ze w swoich pierwszych pracach poswieconych trojwarto-
sciowemu rachunkowi zdan tukasiewicz charakteryzowat ten rachunek se-
mantycznie, a nie w postaci systemu aksjomatycznego (podana wyzej aksjoma-
tyka pochodzi od ucznia tukasiewicza, Mordechaja Wajsberga).

Taka semantyczna charakterystyka polegata na - uzywajgc wspotczesnej
terminologii — utozsamieniu £; z zawartoscig nastepujgcej matrycy:

{0, %, 1}, F., fs, Fo, £, fis {1)>

Co to znaczy? Zapraszam na wykiad :)
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>0 %2 1
o1 1 1
21% 1 1
110 % 1
A0 Y 1
O 0 O O
210 Y2
110 % 1
A | -A

0 1

2 | V2

1 0

Dodatek 3. Logiki n-wartosciowe tukasiewicza
Spojrzmy jeszcze raz na tabelki:

v(A—>B) =
(1-v(4))+v(B),
gdy v(4)>v(B)

1, gdy v(4)<v(B) vIi0 %

V(AAB) = min(v(4),v(B))

v(=4) = 1-v(4)

v

1 v(4vB) = max(v(4),v(B))

00 % 1

el V2 Y2 A1

111 1 1

o0 % 1 [v(AoB) =

01 % 0 1-|v(4)~v(B)|
2l% 1 %

110 % 1

albo: v(4—B) = min(1, 1 — v(4) + v(B))
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Otéz zamiast definiowac ts-funkcje prawdziwosciowe dla poszczegdlnych spojni-
kow i nastepnie definiowaC ksz-wartosciowania, mozna wprowadzi¢ pojecie Ls-
wartosciowania nastepujgco: Ls-wartosciowaniem jest dowolna funkcja v, okreslona na
zbiorze wszystkich formut, o wartosciach w zbiorze {1, "2, 0}, ktdra przyporzgdkowuje
kazdej zmiennej zdaniowej ktorgs z wartosci logicznych: 1, %2, 0, oraz spetnia warunki
wyszczegolnione w narysowanych wyzej ,ramkach” dla dowolnych formut A, B. [Ponie-
waz jednak wartosci logiczne nie sg liczbami, musimy przedtem albo okresli¢c odpo-
wiednie relacje <i >, oraz operacje max, min, +, — i | | na wartosciach logicznych, albo
nadac odpowiednie miary liczbowe wartosciom logicznym.]

Zauwazmy, ze w podobny sposéb mozna rozwazac przypadki ,bogatszych” zbio-
row wartosci logicznych postaci {0, 1/n-1, 2/n-1, ..., 1}, gdzie n € N, n > 3 oraz liczba
elementow to n, okreslajgc odpowiednie pojecia wartosciowania poprzez zaleznosci:

o v(—A4) =1-v(4),
e v(AvB)=max(v(4),v(B)),
o v(AAB) = min(v(4),v(B)),
1, gdy v(4)<v(B)
e v(A—>B)=
(1-v(4))+v(B), gdy v(4)>V(B),
o v(A>B) =1-|v(4)-v(B)|
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Otrzymamy w ten sposdb semantyki dla n-wartosciowych rachunkéw zdan tukasiewi-
cza, gdzie n € N oraz n > 2. [Jest to opis intuicyjny. W praktyce okresla sie je za pomo-
cg n-wartosciowych matryc Ltukasiewicza pewnego typu.]

**k%*

Omowione tutaj logiki wielowartosciowe tukasiewicza nie sg jedynymi lo-
gikami tego rodzaju (juz w 1920, rownolegle z tukasiewiczem, pewne inne lo-
giki wielowartosciowe zostaty odkryte przez Emila Posta).

Trzeba mieC nadzieje, ze bedzie jeszcze okazja, aby pomowic o pewnych
ciekawych logikach wielowartosciowych :)

Podobnie jak o innych logikach nieklasycznych.
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