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Materialy do wyktadu dla studentow kognitywistyki

Wyktady 10bi 11. Semantyka relacyjna dla normalnych
modalnych rachunkow zdan



Struktury modelowe

Przedstawimy teraz pewien wariant semantyki typu Kripkego (zwa-
nej tez semantykg Swiatow mozliwych, lub semantykg relacyjng) dla
normalnych modalnych rachunkow zdan (zob. poprzedni wyktad).

Podstawowym pojeciem bedzie struktura modelowa (ang. frame).

Definicja 10.1. Strukturg modelowg nazywamy dowolng pare uporzgdko-
wang <W, R>, gdzie W jest niepustym zbiorem, natomiast R jest binar-
ng relacig w W.

Terminologia. Gdy <W, R> jest strukturg modelowa, to zbiér W nazywamy zbio-
rem Swiatow mozliwych (ang. possible worlds), natomiast relacje R nazywamy
relacjgq alternatywnosci lub relacjg dostepnosci (ang. alternativeness, accessi-
bility).

Komentarz: Zapraszam na wykiad :)

Terminologia. Napis wRw* czytamy ,$wiat w* jest alternatywny wzgledem $wia-
ta w’ lub ,Swiat w* jest dostepny ze Swiata w'.




WartoSciowanie na strukturze modelowej
Kolejne pojecie to wartosciowanie okreslone na strukturze modelowe;j.

Definicja 10.2. Niech <W, R> bedzie strukturg modelowg. Warto$ciowaniem
okreslonym na strukturze modelowej <W, R> nazywamy dowolng funkcje V,
ktorej argumentami sg formuty jezyka MRZ i elementy zbioru W, natomiast
wartosciami — prawda 1 i fatsz 0, spetniajgcg nastepujgce warunki:

(1) dla dowolnej zmiennej zdaniowej p;, dla kazdego w € W: V(p;, w) = 1

lub V(p;,w) = 0;

(2) dla dowolnej formuty A jezyka MRZ, dla kazdego w € W: V(-A, w) = 1

witw V(A, w) = 0;

(3) dla dowolnych formut A, B jezyka MRZ, dla kazdego w € W-

e V(AAB,w)=1witw V(A, w)=1oraz V(B, w) =1,

e V(AVv B, w)=1witw V(A, w) =1 Ilub V(B, w) =1,

e V(A—> B, w)=1witw V(A, w) =0 /ub V(B, w) =1;

e V(Ao B,w)=1wiw V(A, w) = V(B, w);

(4) dla dowolnej formuty A jezyka MRZ, dla kazdego w € W.

e V(OA, w) =1 wtw istnieje w* € W takie, Ze wRw* oraz V(A, w*) = 1;

o V(OA, w) =1 wiw dla kazdego w* € W takiego, ze wRw*. V(A, w*) = 1.



Modele Kripkego (modele relacyjne)

Mozemy teraz okresliC pojecie modelu Kripkego, zwanego tez modelem
relacyjnym.

Definicja 10.3. Modelem Kripkego nazywamy trojke uporzgdkowang
<W, R, V>, gdzie <W, R> tworzy strukture modelowg, natomiast V jest
wartosciowaniem okreslonym na strukturze modelowej <W, R>.

Uwaga: Interesujg nas tutaj wytgcznie normalne modalne rachunki zdan i mo-
dele Kripkego dla tych rachunkow. Semantyki ,typu Kripkego” istniejg takze
dla innych modalnych rachunkéw zdan, z tym, ze w tych semantykach nieco
inaczej nalezy okresli¢ pojecie modelu i/lub pewne dalsze pojecia semantycz-
ne. Modele takie sg jednak réwniez nazywane ,modelami Kripkego”. Nalezy
zatem pamietac, ze pojecia modelu Kripkego uzywamy tutaj w jednym z jego
mozliwych znaczen, zwigzanym z rozpatrywang klasg logik.

Terminologia. Gdy <W, R> jest strukturg modelowa, a V jest warto$ciowaniem

okreslonym na tej strukturze modelowej, to powiemy, ze model Kripkego
<W, R, V> jest modelem Kripkego opartym na strukturze modelowej <W, R>.




Prawdziwosc¢ formuty w swiecie danego modelu i w modelu

Terminologia. Dalej zamiast ,model Kripkego” bedziemy méwili po prostu ,mo-
del” (zawsze jednak rozumiejgc to pojecie w sensie definicji 10.3). Podobnie
mowigc o formutach, bedziemy mieli zawsze na mysli formuty jezyka MRZ.
Pod pojeciem Swiatow modelu M = <W, R, V> rozumiemy elementy zbioru W.
Tak wiec w jest swiatem modelu M = <W, R, V> wiw w € W. Analogicznie ro-
zumiemy pojecie swiata struktury modelowej <W, R>.

Definicja 10.4. Mowimy, ze formufa A jest prawdziwa w swiecie w modelu
<W, R, V> wtw V(A, w) = 1.

Definicja 10.5. Mowimy, ze formuta A jest prawdziwa w modelu <W, R, V>
wtw formuta A jest prawdziwa w kazdym Swiecie modelu <W, R, V>.

To, ze formuta A jest prawdziwa w modelu M = <W, R, V>, zapisujemy:
MEA.




Prawdziwosc (validity) formuty w strukturze modelowej

Na danej strukturze modelowej mozemy okreslic wiele wartosciowan, i w
konsekwencji zbudowac wiele modeli opartych na tej strukturze.

Definicja 10.6. Mowimy, ze formufa A jest prawdziwa w strukturze mode-
lowej <W, R> wtw formuta A jest prawdziwa w kazdym modelu opartym
na strukturze modelowej <W, R>.

Komentarz: Prawdziwo$é formuty A w strukturze modelowej sprowadza sie, in-
tuicyjnie rzecz biorgc, do: ,niezaleznie od tego, jakie wartosciowanie V okre-
slimy na [rozwazanej] strukturze modelowej] oraz jaki swiat w tej struktury
wezmiemy pod uwage, i tak mamy V(A, w) =1.7

Uwaga jezykowa: Uzycie pojecia ,prawdziwy” w definicji 10.6 moze razié. Jezyk
angielski radzi sobie tutaj lepiej, jako ze mamy w nim, obok true, rowniez valid.
Definicja 10.6 okresla w istocie pojecie is valid in a frame <W, R>.

Z podobnym ktopotem jezykowym spotkamy sie rowniez za chwile.




Prawdziwosc (validity )formuty w klasie struktur modelowych
Uogolniajgc dalej, dostajemy nastepujgce pojecie:

Definicja 10.7. Mowimy, ze formuta A jest prawdziwa w (niepustef) klasie
struktur modelowych ® wiw formufa A jest prawdziwa w kazdej struktu-
rze modelowe| nalezgcej do klasy @.

Komentarz: Tym razem intuicja jest nastepujaca: ,niezaleznie od tego, ktorg

strukture modelowg nalezgcg do ® wezmiemy pod uwage, jakie wartosciowa-
nie V okreslimy na [rozwazanej] strukturze modelowej oraz jaki swiat w tej
struktury wezmiemy pod uwage, i tak mamy V(A, w) = 17.

Mozna postawicC pytanie:

Czy istniejg formuty (jezyka MRZ), ktore sq prawdziwe w klasie
wszystkich struktur modelowych?

Odpowiedz na to pytanie jest twierdzaca.

Jak zobaczymy, sg nimi wszystkie tezy rachunku/ logiki K — i tylko
one.




Reguty inferencyjne MRZ
a transmisja prawdziwosSci

Zacznijmy od regut inferencyjnych. Zagadnienie transmisji prawdziwosci
relatywizujemy do ustalonej klasy struktur modelowych (i w konsekwencji opar-
tych na nich modeli).

Twierdzenie 10.1. Niech ® bedzie niepustg klasg struktur modelowych. Je-
zeli formutfa postaci A — B jest prawdziwa w ® oraz formufa A jest
prawdziwa w @, to formuta B jest prawdziwa w ®.

Dowdd: Zapraszam na wykiad :)

Twierdzenie 10.2. Niech ® bedzie niepustg klasg struktur modelowych. Je-
zeli formuta B powstaje z formuty A poprzez zastosowania requty pod-
Stawiania RP, lub requty zastepowania RZ, lub requty Godla RG, oraz

formuta A jest prawdziwa w @, to formuta B jest prawdziwa w @.
Dowdd: Rozwazymy tylko przypadek RG — pozostate przypadki sg oczywiste.



Dowéd twierdzenia 10.2

Zatozmy, ze A jest prawdziwa w ® oraz ze OA nie jest prawdziwa w O.

Z tego drugiego zatozenia wnosimy, ze istniejq: struktura modelowa
<W, R> nalezgca do ®, model <W, R, V> oparty na <W, R> oraz Swiat w tego
modelu takie, ze V(OA, w) = 0. Korzystajgc z definicji 10.2, dostajemy, ze dla
pewnego Swiata w* € W takiego, ze wRw* (a wiec alternatywnego wzgledem
w) zachodzi V(A, w*) = 0. To juz jednak znaczy, ze formuta A nie jest prawdzi-
wa w rozwazanym modelu <W, R, V>, skad wnosimy — na mocy definicji 10.6
— ze nie jest ona prawdziwa w strukturze modelowej <W, R>. Zatem, na mocy
definicji 10.7, formuta A nie jest prawdziwa w analizowanej klasie struktur mo-
delowych ®. Otrzymalismy sprzecznosc. g

Nastepstwem twierdzen 10.11 10.2 jest:

Whiosek 10.1. Formuta powstajgca za pomocg regut: RO, RP, RG, RZ z formuty
lub formut, ktora/ktore sq prawdziwe w danej klasie struktur modelowych, jest
tez prawdziwa w tej klasie struktur modelowych.



Status semantyczny PC-aksjomatow i aksjomatu K
Bez dowodu podamy:

Twierdzenie 10.3. Kazdy PC-aksjomat jest prawdziwy w klasie wszystkich
Struktur modelowych.

Natomiast udowodnimy:
Twierdzenie 10.4. Aksjomat K, tj. formuta
O(p — q) - (Op — 0Oq)
Jest prawdziwy w dowolnej niepustej klasie struktur modelowych.
Dowod: Zapraszam na wyktad :)
Zauwazmy, ze z twierdzenia 10.4 otrzymujemy:

Whniosek 10.2. Aksjomat K jest prawdziwy w klasie wszystkich struktur
modelowych.

Widzimy zatem, ze wszystkie aksjomaty modalnego rachunku zdan K sg
prawdziwe w klasie wszystkich struktur modelowych. Wnosimy stad, ze kazdy

aksjomat rachunku K jest prawdziwy w kazdym swiecie dowolnego mo-
delu Kripkego (dla normalnych modalnych rachunkow zdan).
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Semantyka dla modalnego rachunku zdan K
Ostatecznie otrzymujemy:

Twierdzenie 10.5. Kazda teza modalnego rachunku zdan K jest prawdziwa
w klasie wszystkich struktur modelowych.

Dowod: Jest to oczywisty wniosek z twierdzen 10.1, 10.2, 10.3i1 10.4.g

Bez dowodu (albowiem dowdd jest znacznie trudniejszy) podamy nato-
miast:

Twierdzenie 10.6 (o petnosci rachunku K). Kazda formuta (jezyka MRZ), kto-
ra jest prawdziwa w klasie wszystkich struktur modelowych, jest tezg
modalnego rachunku zdan K.

Whniosek 10.3. Tezami rachunku K sg te — i wszystkie te ! — formuty jezyka MRZ,
ktore sg prawdziwe w kazdym Swiecie dowolnego modelu Kripkego.

W przypadku kolejnych modalnych rachunkéw zdan musimy nato-
zyC pewne ograniczenia na klase odpowiednich struktur modelowych/
modeli Kripkego.
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Semantyka dla modalnego rachunku zdan D
Wprowadzmy teraz:

Definicja 10.8. Strukture modelowg <W, R>, w ktorej relacja alternatywno-
Sci R jest seryjna w W, lj. spetnia warunek:

(srj) dla kazdego w € W istnieje w* € W takie, ze wRw*
nazywamy seryjna.

Modelem seryjnym nazywamy dowolny model oparty na seryjnej
Strukturze modelowey.

Udowodnimy:
Twierdzenie 10.7. Formuta D, tj. formuta:

ap — Op
Jest prawdziwa w klasie wszystkich seryjnych struktur modelowych.
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Semantyka dla modalnego rachunku zdan D

Dowdd (twierdzenia 10.7): Zatézmy, ze dla pewnej seryjnej struktury modelowej
<W, R> i dla pewnego modelu <W, R, V> opartego na tej strukturze mamy
V(DOA, w) = 1 dla pewnego (dowolnego) w € W. Wnosimy stad, ze formuta A
jest prawdziwa w kazdym swiecie (rozwazanego modelu), ktory jest alterna-
tywny do swiata w. Skoro R jest seryjna w W, to (jakis) swiat w* alternatywny

do $wiata w z pewnoscig istnieje. Zatem V(QA, w) = 1. Tak wiec dla formuty D,
tj. formuty:
op — Op

zachodzi V(op — Op, w) = 1. Wobec dowolnos$ci w wnosimy, ze formuta D
jest prawdziwa w modelu <W, R, V>, skad — z uwagi na dowolnos¢ V — wno-
simy, ze D jest prawdziwa w kazdym modelu seryjnym, a zatem takze w kaz-
dej seryjnej strukturze modelowej. g
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Semantyka dla modalnego rachunku zdan D
Przypomne teraz, ze D = KD.
Mozna udowodnic:

Twierdzenie 10.8. Kazda teza modalnego rachunku zdan D jest prawdziwa
w klasie wszystkich seryjnych struktur modelowych.

Dowdd: Zapraszam na wyktad :)
Mozna rowniez udowodnic:

Twierdzenie 10.9. (o petnosci rachunku D). Kazda formufa (jezyka MRZ),
ktora jest prawdziwa w klasie wszystkich seryjnych struktur modelo-
wych, jest tezg modalnego rachunku zdan D.

Ostateczny wniosek jest nastepujacy:

Whniosek 10.4. Tezami rachunku D sg te — i wszystkie te ! — formuty jezyka MRZ,
ktore sq prawdziwe w kazdym Swiecie dowolnego takiego modelu Kripkego, w
ktorym to modelu relacja alternatywnosci jest seryjna.
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Semantyka dla modalnego rachunku zdan T

Jak zobaczymy aksjomat T rachunku T ,wymusza” zwrotnos¢ relacji alter-
natywnosci.

Definicja 10.9. Strukture modelowg <W, R>, w ktorej relacja alternatywno-
Sci R jest zwrotna w W, nazywamy zwrotna.
Modelem zwrotnym nazywamy dowolny model oparty nha zwrotnej

Strukturze modelowey.
Udowodnimy:
Twierdzenie 10.10. Formuta T, tj. formuta:

Op—>p
Jjest prawdziwa w klasie wszystkich zwrotnych struktur modelowych.
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Semantyka dla modalnego rachunku zdan T

Dowod (twierdzenia 10.10): Zatézmy, ze dla pewnej zwrotnej struktury modelo-
wej] <W, R> i dla pewnego modelu <W, R, V> opartego na tej strukturze za-
chodzi V(OA, w) = 1 dla pewnego (dowolnego) w € W. Zatem V(A, w*) =1 dla
dowolnego w* € W takiego, ze wRw?*. Skoro R jest zwrotna w W, to wRw. Tak
wiec V(A, w) = 1. Wnosimy stad, ze V(Op — p, w) = 1. Wobec dowolnosci w,
modelu <W, R, V> i struktury modelowej <W, R> - o ktérych zatozylismy tylko,
ze sg to modele/ struktury modelowe zwrotne — dostajemy, ze formuta T jest
prawdziwa w kazdej zwrotnej strukturze modelowe|. g

Dygresja. Nie jest tak, ze formuta T jest prawdziwa w klasie wszystkich w ogdle
struktur modelowych. Wezmy model <W, R, V> taki, ze W= {w, w*}, w= w* R
= {<w, w*>, <w*, w>} oraz V(p, w) = 0i V(p, w*) = 1. W tym modelu mamy
V(Op, w) = 1, czyli tez V(Op — p, w) = 0. Zauwazmy jednak, ze R nie jest
zwrotna w {w, w*}.
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Semantyka dla modalnego rachunku zdan T
Jak pamietamy (? :)), T = KT. Podobnie jak poprzednio, dostajemy:
Twierdzenie 10.11. Kazda teza modalnego rachunku zdan T jest prawdzi-
wa w klasie wszystkich zwrotnych struktur modelowych.
Dowdd: Zapraszam na wykiad :)
Mozna udowodni¢ (chociaz tego dzisiaj nie zrobimy :))

Twierdzenie 10.12 (o petnosci rachunku T). Kazda formuta (jezyka MRZ),
ktora jest prawdziwa w klasie wszystkich zwrotnych struktur modelo-
wych, jest tezg modalnego rachunku zdan T.

Zatem:

Whniosek 10.5. Tezami rachunku T sg te — i wszystkie te | — formuty jezyka MRZ,
ktore sg prawdziwe w kazdym Swiecie dowolnego takiego modelu Kripkego, w
ktorym to modelu relacja alternatywnosci jest zwrotna.
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Semantyka dla modalnego rachunku zdan B
Przypomnijmy formute B:
p — o0p

Mowigc ogolnie, dla prawdziwosci formuty B potrzebna jest symetrycznosc¢ re-
lacji alternatywnosci.

Definicja 10.10. Strukture modelowg <W, R>, w ktorej relacja alternatyw-
nosci R jest symetryczna w W, nazywamy symetrycznag.

Modelem symetrycznym nazywamy dowolny model oparty na syme-
trycznej strukturze modelowey.

Twierdzenie 10.13. Formuta B jest prawdziwa w klasie wszystkich syme-
trycznych struktur modelowych.
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Semantyka dla modalnego rachunku zdan B

Dowdd (twierdzenia 10.13): Przypusémy, ze istnieje model symetryczny

<W, R, V> taki, ze dla pewnego w € W mamy V(p — O00p, w) = 0. Wéwczas
V(p, w) = 1 oraz V(Oo0p, w) = 0. Zatem dla pewnego w* € W takiego, ze wRw*
mamy V(Op, w*) = 0, skad wnosimy, ze dla kazdego x € W takiego, ze w*Rx
zachodzi V(p, x) = 0. Poniewaz jest tak, ze wRw?*, a R jest relacjg symetryczng

w zbiorze W (albowiem rozwazamy model symetryczny), to mamy tez w*Rw.
Zatem V(p, w) = 0. Otrzymalismy sprzecznos¢. g

Dygresja: | znéw, nie jest tak, ze formuta B jest prawdziwa w kazdej strukturze
modelowej. Skonstruowanie odpowiedniego ,kontrmodelu” pozostawiam Pan-
stwu :)

19



Semantyka dla modalnego rachunku zdan B
Przypominam, ze B = KTB. Zachodzi:

Twierdzenie 10.14. Kazda teza modalnego rachunku zdan B jest prawdzi-
wa w klasie tych wszystkich struktur modelowych, ktére sg zarazem
zwrotne | Ssymetryczne.

Dowod mozna tatwo przeprowadzi¢ korzystajac z tego, co zostato powiedziane
wyzej :) m

Zachodzi rowniez:
Twierdzenie 10.15 (o petnosci rachunku B). Kazda formuta (jezyka MRZ),

ktora jest prawdziwa w klasie wszystkich zarazem zwrotnych | syme-

trycznych struktur modelowych, jest tezg modalnego rachunku zdan B.
Podsumowujgc:

Whniosek 10.6. Tezami rachunku B sq te — i wszystkie te ! — formuty jezyka MRZ,
ktore sq prawdziwe w kazdym Swiecie dowolnego takiego modelu Kripkego, w
ktorym to modelu relacja alternatywnosci jest zwrotna i symetryczna.
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Semantyka dla modalnego rachunku zdan S4
Formuta 4 to:
Op — Oop

Pokazemy, ze dla prawdziwosci formuty 4 potrzeba i wystarcza, aby relacja al-
ternatywnosci byta przechodnia.

Definicja 10.11. Strukture modelowg <W, R>, w ktorej relacja alternatyw-
nosci R jest przechodnia w W, nazywamy przechodnia.

Modelem przechodnim nazywamy dowolny model oparty na prze-
chodniej strukturze modelowey.

Udowodnimy teraz:

Twierdzenie 10.16. Formuta 4 jest prawdziwa w klasie wszystkich prze-
chodnich struktur modelowych.

21




Semantyka dla modalnego rachunku zdan S4

Dowdd (twierdzenia 10.16): Przypusémy, ze istnieje model przechodni <W, R, V>,
w ktorym dla pewnego w € W mamy V(op — oop, w) = 0. Zatem V(op, w) =1 oraz
V(oop, w) = 0. Wnosimy stad, ze dla pewnego swiata w* alternatywnego wobec
Swiata w zachodzi V(op, w*) = 0, czyli dla pewnego swiata w** alternatywnego wo-
bec swiata w* mamy V(p, w**) = 0. Poniewaz R jest przechodnia w zbiorze W, na
podstawie wRw* i w*Rw** dostajemy wRw™*. Tak wiec V(op, w) = 0. Sprzecznos¢.
|
Dygresja: Oto przyktad modelu (nieprzechodniego!), w ktérym formuta 4 nie jest prawdziwa.
O modelu <W, R, V> zaktadamy co nastepuije:

o W={w, w* w**}, gdzie w, w*, w** sg rozne miedzy soba.

e R={<w, w> <w, w*> <w* w**>}

e V spetnia (m.in.) nastepujace warunki: V(p, w) =1; V(p, w*) =1; V(p, w**) = 0.
Mamy:

V(Op, w) =1 — poniewaz V(p, w) =1 oraz V(p, w*) =1, a wi w* to jedyne Swiaty alter-
natywne wzgledem w.

V(Op, w*) = 0 — poniewaz V(p, w**) = 0 oraz w*Rw**,

V(OoOp, w) = 0 — poniewaz V(Op, w*) = 0 oraz wRw*.
Tak wiec V(Op —» OOp, w) = 0.
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Semantyka dla modalnego rachunku zdan S4
Korzystajac z dotychczasowych ustalen, mozna udowodnic:

Twierdzenie 10.17. Kazda teza modalnego rachunku zdan S4 jest praw-
dziwa w klasie tych wszystkich struktur modelowych, ktore sg zarazem
zwrotne I przechodnie.

Zachodzi rowniez (co podajemy bez dowodu):

Twierdzenie 10.18 (o petnosci rachunku S4). Kazda formuta (jezyka MRZ),
ktora jest prawdziwa w klasie wszystkich zarazem zwrotnych | prze-

chodnich struktur modelowych, jest tezg modalnego rachunku zdan $4.
Tak wiec:

Whniosek 10.7. Tezami rachunku S4 sg te — i wszystkie te | — formuty jezyka
MRZ, ktore sg prawdziwe w kazdym Swiecie dowolnego takiego modelu
Kripkego, w ktorym to modelu relacja alternatywnosci jest zwrotna i prze-
chodnia.
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Semantyka dla modalnego rachunku zdan S5
Jak pamietamy z poprzedniego wyktadu, S5 = KTE = KTB4.

Poniewaz dla prawdziwosci aksjomatow T, B i 4 potrzebne sg, kolejno,
zwrotnosc, symetrycznosc i przechodniosc relacji alternatywnosci, przeprowa-
dzone dotychczas rozwazania pozwalajg nam udowodnic:

Twierdzenie 10.19. Kazda teza modalnego rachunku zdan S$ jest praw-
dziwa w klasie tych wszystkich struktur modelowych, w ktorych relacja
alternatywnosci jest relacjg rownowaznosSciowa.

Bez dowodu podamy:

Twierdzenie 10.20 (o petnosci rachunku S5). Kazda formuta (jezyka MRZ),
ktora Jest prawdziwa w klasie wszystkich takich struktur modelowych, w
ktorych relacja alternatywnosci jest relacjg rownowaznosciowg, jest te-
zg modalnego rachunku zdan S4.

Whiosek 10.8. Tezami rachunku S5 sg te — i wszystkie te ! — formuty jezyka
MRZ, ktore sg prawdziwe w kazdym Swiecie dowolnego takiego modelu
Kripkego, w ktorym to modelu relacja alternatywnosci jest rownowaznoscio-
wa.
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Dygresja o rachunku S5

Z uwagi na pewne szczegolne wiasnosci rachunku S5 (o ktérych na wy-
ktadzie — zapraszam :)) semantyke swiatow mozliwych dla S8 mozna znacza-
co uproscic¢. Otéz zachodzi:

Twierdzenie 10.21. Formufa A (jezyka MRZ) jest tezg rachunku zdan S$&

wtw formuta A jest prawdziwa w dowolnym modelu Kripkego, w ktorym
relacja alternatywnosci jest uniwersalna.

Mowiac, ze relacja alternatywnosci R modelu <W, R, V> jest uniwersalna,
mamy na mysli to, ze dla dowolnych w, w* € W (niekoniecznie réznych) za-
chodzi wRw*.

Jesli tak, to mozna uproscic¢ pojecie modelu dla S5, przyjmujac, ze mode-
lem jest para uporzadkowana <W, V>, gdzie W jest niepustym zbiorem, nato-
miast V jest wartosciowaniem definiowanym ,prawie tak” jak poprzednio — to
,prawie” znaczy tylko tyle, ze w warunkach dla formut postaci oA oraz ¢A pomi-
jamy relatywizacje do R.
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Dygresja o aksjomacie E

Rachunek S§ zaksjomatyzowaliSmy poprzez przyjecie jako aksjomatow

specyficznych formut K, T oraz E, tj. Op — O0p. Powstaje pytanie, jakie wta-
snosci relacji alternatywnosci ,wymusza” sama formuta E.

Wiasnoscig tg jest tzw. euklidesowosC w zbiorze swiatow mozliwych.

Definicja 10.12. Strukture modelowg <W, R>, w ktérej relacja alternatywnosci R
Jest euklidesowa w W, tj. spetnia warunek:

(euc) dla dowolnych w, w*, w** ¢ W. jezeli wRw* oraz wRw**, to w*Rw**
nazywamy euklidesowa.

Modelem euklidesowym nazywamy dowolny model oparty na euklidesowej
Strukturze modelowey.
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Dygresja o aksjomacie E
Udowodnimy:

Twierdzenie 10.20. Formuta E jest prawdziwa w klasie wszystkich
euklidesowych struktur modelowych.

Dowdd: Zatézmy, ze istnieje model euklidesowy <W, R, V> taki, ze

V(Op — O0p, w) = 0 dla pewnego w € W. Wéwczas V(Op, w) = 1 oraz
V(OOp, w) = 0. Z tego drugiego zatozenia wnosimy, Ze istnieje w* ¢ W
takie, ze wRw* oraz V(Op, w*) = 0. Jesli tak, to dla kazdego $wiata x
alternatywnego wzgledem w* mamy V(p, x) = 0. Z drugiej strony, skoro
V(Op, w) = 1, to istnieje w** ¢ W takie, ze wRw** oraz V(p, w**) = 1.
Skoro wRw* oraz wRw™*, to z euklidesowosci R wnosimy w*Rw**. Za-

tem istnieje Swiat alternatywny x wzgledem w* (mianowicie w*¥) taki,
ze V(p, x) = 1. OtrzymalisSmy sprzecznos$¢. g

Komentarz: Zapraszam na wykiad :)
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Zestawienia

Dla celow mnemotechnicznych zestawmy schematycznie uzyskane wyniki.

Formuta / Relacja alternatywnosci w strukturze modelowej /
aksjomat modelu
D: op — Op seryjna
T.Oop—>p zwrotna
B: p — 00p symetryczna
4: Op —» OOp przechodnia
euklidesowa

E: Op - 00p

Tabela 1.
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Zestawienia

Modalny rachunek zdan Modele Kripkego

K=K wszystkie

D = KD seryjne

T =KT zwrotne

B = KTB zarazem zwrotne | symetryczne

S4 = KT4 zarazem zwrotne | przechodnie

S5 = KTE = KTB4 zarazem zwrotne, symetryczne i przechodnie
Tabela 2.

Pamietajgc, ze normalne modalne rachunki zdan sg wyznaczone przez kombi-
nacje aksjomatow K, D, T, B, 4 i E (zob. poprzedni wyktad), mogq sie teraz
Panstwo z fatwoscig domysli¢, jakie modele Kripkego charakteryzujg — i sg
charakteryzowane przez — pozostate 10 rachunkoéw :)
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Komentarz dotyczacy innych uje¢ semantyki Kripkego dla normalnych modal-
nych rachunkéw zdan: Zapraszam na wyktad :)
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