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Rozwazamy trzy modalnosci epistemiczne:

1) a jest catkowicie przekonany/ przekonana, ze p [,is convin-

ced that™]:
C(a, p)

2) a jest przekonany/ przekonana, ze p ["believes that]:
B(a, p)
3) awie, ze p [,knows that]:

K(a, p)



»1S convinced that”
Przekonanie charakteryzujace sie pewnoscia/
catkowite przekonanie



Symbol C bedzie dalej rozumiany jako odnoszacy sie do przeko-
nan charakteryzujgcych sie pewnoscig i w tym wtasnie sensie
catkowitych; napis C(a, p) czytamy:

o ,[podmiot] a jest catkowicie przekonany, ze p’,
lub
o ,podmiot] a uwaza, ze z pewnoscig (zachodzi) p”

Catkowite przekonanie, C, uwaza sie zwykle za jedno z tzw.
nastawien sgdzenionych (ang. propositional attitudes). Pod poje-
ciem sgdu (ang. proposition) rozumiemy tu zobiektywizowane
znaczenie zdania oznajmujgcego.

Podobnie ujmuje sie wiedze, przekonanie nie charakteryzujg-
ce sie pewnoscig, epistemiczne dopuszczanie, etc.



Uzywajgc pojecia prawdopodobienstwa subiektywnego, Prob,
catkowite przekonanie mozemy okresli¢ tak:

(PROB-C) C(a, p) <> Prob(a, p) = 1.

Prawdopodobienstwo — nawet subiektywne — dotyczy zdarzen,
natomiast wyze] stosowalismy pojecie prawdopodobienstwa su-
biektywnego do sadow (w sensie ang. propositions). Aby miato to
sens, nalezy zatozyc, iz:

(*) kazdemu zdarzeniu odpowiada doktadnie jeden sad
(proposition), prezentujgcy/ opisujacy to zdarzenie.



W logice epistemicznej' czesto uzywa sie semantyki $wiatow
mozliwych. Gdy wezmiemy model Kripkego <W, R, V> (dla nor-
malnych MRZ), mozna przyjac, ze:

(POSS-C) V(C(a, p), w)) =1 wiw YW*(WRw* — V(p, w*) = 1)

gdzie 1 oznacza tym razem wartosc logiczng, Prawde. R bedzie
tutaj epistemiczng relacjg alternatywnosci — o czym pozniej.

'W szerokim sensie tego terminu. Czasami pod pojeciem logiki epistemicznej rozumie
si¢ tylko logike wiedzy, natomiast logike przekonan okresla si¢ mianem logiki doksa-
stycznej (ang. doxastic logic).



Zarowno (PROB-C), jak i (POSS-C) dajg w konsekwencji m.in.
nastepujgce prawa/zaleznosci:

(C1) C(a,p)~C(a, q) > C(a, prq)
(C2) C(a, p) > —C(a,—p)

a takze:
—(C(a, p) ~ C(a,—p))



Niech P(a, p) oznacza:

o [podmiot] a mysli, ze jest mozliwe to, ze p”
[,thinks p to be possible™].

Przyjmujemy nastepujgcg definicje:
(Def. P) P(a, p) & —C(a,—p)
Oczywiscie mamy:
C(a, p) > P(a, p)

Korzystajgac z pojecia prawdopodobienstwa subiektywnego
Prob i z semantyki Kripkego, mielibysmy/ mamy:

(PROB-P) P(a, p) <> Prob(a, p) > 0.
(POSS-P) V(P(a, p), w)) =1 wiw Iw*(WRw* A V(p, w*) = 1).



Nie zachodzi:
P(a, p) A P(a, q) > P(a, p A Q)

ale zachodzi:
(Cs) P(a, p A q) > P(a, p) A P(a, q)

Ponadto zachodzi:
(C4) C(a, p ~n q) —> C(a, p) A C(a, q)
Poniewaz mielismy:
(C1) C(a, p)AC(a, q) > C(a pArq)
zatem dla C (ale nie dla P!) mamy:

C(a, p A q) <> C(a, p) A C(a, q)



Dla alternatywy dostajemy:
(Cs) C(a, p)v C(a, q)—>C(a pvQ)
(Ce) P(a, p)vP(a q)—>Papvq)

Zauwazmy, ze implikacja odwrotna do (Cs) zachodzi¢ nie po-
winna - i faktycznie nie zachodzi.
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Sady (propositions) to zobiektywizowane znaczenia zdan
oznajmujgcych. Jesli tak, to mozna uznac, ze logicznie rowno-
wazne zdania wyrazajg ten sam sad | w konsekwencji prezentujg
/opisujg to samo zdarzenie.

W efekcie zasadne staje sie przyjecie, iz w logice catkowitych
przekonan obowigzuje nastepujgca reguta:

(C7) Ao B
C(a, A) & C(a, B)

Uwaga: Z prawomocnym zastosowaniem powyzszej reguty - a
takze innych omawianych na tym wyktadzie regut - mamy do czy-
nienia tylko wowczas, gdy przestanka jest prawem logiki, kla-
sycznej lub epistemicznej. ,Zwykta” prawdziwosc¢ przestanki tuta;
nie wystarczal
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Zwykle przyjmuje sie rowniez, ze obowigzujg reguty:
(Cs) A— B
C(a, A) > C(a, B)
(Co) A
C(a, A)

[Nawiasem mowiac, rodzi to problemy, o ktérych pozniej.]

Przyjmujemy tez, ze obowigzuje reguta podstawiania oraz ze
mozemy stosowac reguty inferencyjne - pierwotne i wtorne - Kla-
sycznego Rachunku Zdan. Dopuszczalne jest korzystanie z prze-
stanek bedacych podstawieniami tautologii KRZ.

Komentarz: Zapraszam na wykiad :)
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Dosc¢ intuicyjne (z uwagi na zasade ,uprzywilejowanego do-
stepu’/ privileged access do wtasnych standw psychicznych) sg
nastepujgce zaleznosci:

(E1) C(a, p) - K(a, C(a, p))
(Ez2) —C(a, p) - K(a,=C(a, p))
(Es) K(a, p) » C(a, p)

skad dostajemy prawa ,iteracji"dla C:

(C1o) C(a, p) » C(a, C(a, p))

(Cn) —C(a, p) » C(a, ~C(a, p))

Gdy przyjmiemy, ze (C1) i (C11) mogg by¢ wzmocnione do réwno-

waznosci, to kazda iterowana C-modalnosc jest rownowazna albo

formule postaci C(a, A), albo formule postaci —C(a, A), gdzie A
nie zawiera juz operatora epistemicznego C.
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Natomiast zaleznosc¢:

C(a, p) > p

nie zachodzi. Jest to intuicyjne: przekonanie, nawet potgczone z
(subiektywng) pewnoscig, ze zachodzi p, nie gwarantuje, ze zda-
rzenie opisywane przez p jest faktem. Vide postowie RP lub tez
profesorowie IP :))
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»(Weakly) believes that”
Przekonanie (niekoniecznie charakteryzujace sie
pewnoscia)
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Symbol B odnosi sie do przekonania (ang. belief), ktére nie
musi - chociaz moze! - tgczy¢ sie z pewnoscig. Napis B(a, p) be-
de krotko czytat:

o ,[podmiot] a jest przekonany, ze p”

W ogolnym przypadku przekonanie nie musi byC potgczone z
pewnoscig; wystarczy, ze subiektywne prawdopodobienstwo te-
go, ze p, jest wieksze od subiektywnego prawdopodobienstwa te-

go, ze —p.

(PROB-B) B(a, p) <> Prob(a, p) > -
Mamy, podobnie jak poprzednio:

(B1) B(a, p) > —B(a,—p)

—(B(a, p) A B(a, —p)).
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Nie zachodzi:
B(a, p) A B(a, q) > B(a, p A q)
natomiast zachodzi:
(Es) B(a, p) A C(a, q) > B(a, p A q)
Mamy:
(Es) C(a, p) — B(a, p)
ale nie mamy, i mieC nie powinnismy, implikacji odwrotne;.

Nota bene, formuta B(a, p) A —C(a, p) wyraza to, ze podmiot a
jest przekonany, ze p, ale nie jest to przekonanie potgczone z
PEWNOSCIa.

17



Ponadto mamy (z powodow podobnych, jak poprzednio):

(Es) B(a, p) - K(a, B(a, p))
(E7) —-B(a, p) - K(a,—B(a, p))
CO Na MOcCy
(E3) K(a, p) > C(a, p)
(Es) C(a, p) — B(a, p)

daje prawa iteracji dla B:
(B2) B(a, p) — B(a, B(a, p))
(Bs) —B(a, p) »> B(a,—B(a, p))
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Podobnie jak dla C — i z analogicznych powodow — dla B obo-
wigzuje reguta:

(Bs) A< B
B(a, A) < B(a, B)

Zazwyczaj przyjmuje sie rowniez, ze obowigzujg reguty:

(Bs) A— B

B(a, A) — B(a, B)
(Be) A

B(a, A)

oraz ze dopuszczalne sg przeksztatcenia, o ktorych mowilismy w
przypadku operatora C (zob. slajd 12).
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Nie zachodzi:

| tak powinno byc¢ :)

B(a,p) > p
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»sKnows that”
Wiedza, ze

21



Symbol K odnosi sie do wiedzy. Napis K(a, p) czytamy:

o ,[podmiot] a wie, ze p”
Jakkolwiek rozumiemy K, zachodzi¢ musi:
(K1) K(a, p) > p

jako ze wiedza, w przeciwienstwie do przekonania, pocigga praw-
dziwosc/ faktycznosc¢ (ang. factivity).
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Jak wiadomo, na pojecie ,wiedzy, ze” mozna naktadac rozne
warunki — stgd tez mamy wiele ,logik wiedzy”. Gdy ,wiedze” ro-
zumiemy jako ,prawdziwe przekonanie charakteryzujgce sie pew-
noscig” — a wiec po platonsku — mozemy wprowadziC operator
wiedzy K* definiowany tak:

(Def. K*) K*(a, p) > C(a,p) A p
Oczywiscie zachodzi:
(K™) K*(a, p) > p
a na mocy wiasnosci C dostajemy:
(K*) K*(a, p) AK*(a, q) > K*a, p A q)
oraz to, ze dla K* obowigzujg nastepujgce reguty:
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(K*3) A< B

K*(a, A) <> K*(a, B)

(K*s) A—B

K*(a, A) > K*(a, B)

(K*s) A
K*(a, A)
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Zachodzi rowniez:

(K¥) K*(a, p) > K*(a, K*(a, p))
Istotnie, poniewaz mamy:

(Def.K¥) K*(a, p) o> C(a,p) A p
(C1o) C(a, p) > C(a, C(a, p))

zatem jest tak, ze:
K*(a, p) > C(a, C(a, p)) n C(a, p) A P
Z uwagi na:
C(a, p A q) <> C(a, p) A C(a, q)
wnosimy stad (odpowiednio podstawiajgc), iz:
K*(a, p) - C(a, C(a, p) A p) A C(a, p) A p
Korzystajgc z definicji K*, dostajemy najpierw:
K*(a, p) - K*(a, C(a, p) A p)
a stad:
K*(a, p) - K*(a, K*(a, p))

25



Natomiast zaleznosc¢:
(K*) —K*(a, p) > K*(a, =K*(a, p))

nie zachodzi dla K*. Tak zresztg powinno byc¢: gdy p nie jest
prawdg, natomiast podmiot epistemiczny a jest przekonany, ze p

jest prawdag, to jest tak, ze —K*(a, p), ale nie musi bycC tak, ze
K*(a, —=K*(a, p)).

[Jak zobaczymy dalej, z okreslonych powodow powyzsza zaleznosé
jest jednak prawem pewnych logik wiedzy.]

Dla K* mamy jednak:
(ES) _'C(a, p) — K*(aa ﬁ(j(a’ p))
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Analize operatora epistemicznego ,...wie, ze...” mozna
wzbogacac w roznych kierunkach. Mozna jg tez — jak zobaczymy
(ale nie na tym wyktadzie) ostabiac.

Pamietajmy jednak, ze gdy mowimy o wiedzy, zachodzi¢ mu-

Si:
(K1) K(a, p) > p
Zwykle przyjmuje sie, ze obowigzujg reguty:
(Ks) A< B
K(a, A) <> K(a, B)
(Ks) A—B

K(a, A) > K(a, B)
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(Ks) A
K(a, A)

oraz ze obowigzuje reguta podstawiania, a takze inne - pierwotne
| wtorne - reguty inferencyjne Klasycznego Rachunku Zdan.

Czesto przyjmuje sie, ze zachodzi:
(Ke) K(a, p) > K(a, K(a, p))

Mozna dodatkowo z gory zgdac, aby zachodzita nastepujaca
zaleznosc:

(K2) K(a, p) n K(a, 9) > K(a, p A q)

(w przypadku K* odpowiedniki (Kz2) i (Ke) byty nastepstwami defini-
cji operatora K*; teraz tego nie zaktadamy), oraz zaleznosc:

K(a, p) > —K(a, —p).
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Zwigzki miedzy C, B i K mozna widziec tak:
(Es) C(a, p) » B(a, K(a, p))
(E10) C(a, p) » C(a, K(a, p))
Gdyby wzmocnic¢ (E10) do rownowaznosci, tj. gdyby przyjac:
(E1o)’ C(a, p) <> C(a, K(a, p))
to w oparciu o wzmocnione do réwnowaznosci (C1), tj.:
(Cro)’ C(a, p) <> C(a, C(a, p))
mozna udowodnic:
(En) C(a, C(a, p)) <> C(a, K(a, p))

(E11) orzeka, iz charakteryzujgce sie pewnoscig przekonanie
oraz wiedza sg subiektywnie nieodroznialne.
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Jak juz wspomniatem, jest rzeczg dyskusyjng, czy powinnismy
przyjmowac:

(Ke) —K(a, p) —» K(a, —K(a, p))

Czasami proponuje sie przyjecie zaleznosci (nieco) stabszych:
(K7) —K(a, —K(a, p)) > K(a, —K(a, =K(a, p)))
(Ks) p ~—K(a, —K(a, p)) - K(a, p)

Sens intuicyjny powyzszych formut nieco rozjasnia nastepuja-
ca zaleznosc:

(E12) —K(a, —-K(a, p)) <> C(a, p)
ktorg udowodnimy sobie na ¢wiczeniach :)
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W charakterze dygresji warto dodac, ze odpowiedniki (K7) i (Ks)
dla K*:

(K*7) —|K*(a, ﬁK*(a, p)) —> K*(a, —|K*(a, ﬁK*(a, p)))
(K*s) p A —K*(a, =K*(a, p)) - K*(a, p)
mozna udowodnic.
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Gdyby chcie¢ charakteryzowa¢ K w kategoriach semantyki
Kripkego, mielibysmy:

(POSS-K) V(K(a, p), w)) =1 wiw YwW*(WRw* — V(p, w*) =1)

czyli warunek przypominajgcy odpowiedni warunek dla C. Rozni-
ca przejawia sie w warunkach naktadanych na relacje episte-
micznej alternatywnosci R. W szczegolnosci, aby otrzymac:

Kp—>p

powinnismy przyjac, ze R jest zwrotna — czego z kolei nie wolno
nam przyjmowac w semantykach dla C czy B. O tym jednak — i o
epistemicznych rachunkach zdan — na nastepnych wyktadach.

32



