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W epistemicznych rachunkach zdan (dalej krotko: ERZ), o kto-
rych bedzie mowa na tych wyktadach, nie rozwaza sie dwuargu-
mentowych funktorow epistemicznych typu:

o  a jest catkowicie przekonany/przekonana, ze ¢ - C(a, ¢),
o ajest przekonany/ przekonana, ze ¢ - B(a, ¢),
o awie, ze p-K(a, ¢),

O
lecz ich jednoargumentowe odpowiedniki: C, B, K, ... .

Znaczy to, ze charakteryzujemy odpowiednie nastawienia sg-
dzeniowe (propositional attitudes) niejako in abstracto i/lub cha-
rakteryzujemy pewnego rodzaju idealny/wyidealizowany podmiot
epistemiczny.



Przypomnijmy:

Aletyczne modalne rachunki zdan (dalej krotko: modalne rachunki
zdan, jeszcze krocej: MRZ) budujemy w jezyku, ktory jest rozszerze-
niem jezyka Klasycznego Rachunku Zdan.

Do alfabetu KRZ dodajemy dwa nowe spojniki/operatory modalne:

O (,jest konieczne, ze”)
0 (,jest mozliwe, ze")
otrzymujgc w ten sposob alfabet jezyka MRZ.

W przypadku ERZ jest podobnie, z tym, ze do alfabetu KRZ
zamiast modalnosci aletycznych dotgczamy rozwazane (w danym
rachunku) modalnosci epistemiczne.




Przypomnijmy:

(/) Kazda zmienna zdaniowa jest formutg jezyka MRZ.

(i) Jezeli A jest formutg jezyka MRZ, to wyrazenia majgce postac. —A,
O0A, oA sg formutami jezyka MRZ.

(iii) Jezeli A, B sq formutami jezyka MRZ, to wyrazenia majgce postac:
(A —> B), (AAB), (Av B), (A< B) sg formutami jezyka MRZ.

(iv) Nie ma zadnych innych formut jezyka MRZ poza zmiennymi zda-
niowymi oraz tymi, ktore mozna utworzy¢ na mocy requt (ii) oraz (iii)
podanych wyzey.




Niech @4, ..., @, reprezentujg spojniki/ operatory epistemiczne
wystepujgce w danym ERZ. Definicja pojecia formuty jezyka ERZ
podpada pod schemat:

(I) Kazda zmienna zdaniowa jest formutg jezyka ERZ.

(i) Jezeli A jest formutg jezyka ERZ, to wyrazenia majgce po-
stac. —A, @A, ..., ,A sg formutami jezyka ERZ.

(iii) Jezeli A, B sg formutami jezyka ERZ, to wyrazenia majgce
postac: (A - B), (A A B), (A v B), (A < B) sg formutami je-
Zyka ERZ.

(iv) Nie ma zadnych innych formut jezyka ERZ poza zmien-
nymi zdaniowymi oraz tymi, ktore mozna utworzyc na mo-
cy requt (ii) oraz (iii) podanych wyzej.



Przypomnijmy:

Aksjomat rachunkowozdaniowy to formuta jezyka MRZ powstajgca z tau-
tologii KRZ poprzez konsekwentne zastgpienie (wystepujacych w tej tau-
tologii) zmiennych zdaniowych formutami jezyka MRZ.

W ERZ rowniez wystepujg aksjomaty rachunkowozdaniowe.
Definiujemy je oczywiscie tak:

Aksjomat rachunkowozdaniowy to formuta jezyka ERZ powstajgca
Z tautologii KRZ poprzez konsekwentne zastgpienie (wystepujg-
cych w tef tautologii) zmiennych zdaniowych formutami jezyka
ERZ.




Przypomnijmy aksjomaty specyficzne rozwazanych normal-

nych aletycznych rachunkow zdan:

K:o(p — q) - (op - 0g)

D:op—> 90p

T.-op—>p

B:p— odp

4: op — oop

E: 0p > odp

S. —op — Oo—-ap

Wstawiajgc na miejsce operatora o ,gtdwny” operator epistemiczny
analizowany w danym ERZ (ij. C, B, K, ...), a na miejsce ¢ dualny do
niego operator epistemiczny (np. P), otrzymujemy aksjomaty specyficz-
ne budowanych ERZ; nazwy tak utworzonych formut pozostajg bez
zmian.



W analizowanych poprzednio normalnych aletycznych ra-
chunkach zdan mielismy nastepujgce pierwotne reguty inferen-
cyjne:

RO: RP: RG: RZ:
A—-> B A A B
A A [p; /B] OA B[—0O—-A /] 0A]
B

W rozwazanych tutaj ERZ wystepujg analogiczne reguty, z
tym, ze RG dotyczy (zwykle) ,,gtdbwnego” analizowanego operatora
epistemicznego, natomiast RZ jest (zwykle) regutg wprowadzania
operatora wzgledem niego dualnego.



(Pragmatycznie) waznymi regutami wtérnymi rozwazanych
MR/Z byty:

Reguta regularnosSci.
RR:
A—->B
0bA — oB

Reguta ekstensjonalnosci.
RE:

Ao B
0A < oB

lch odpowiedniki wystepujg czesto (nawet jako reguty pierwotne!)
w ERZ.




Przypomnijmy:

Normalne MRZ majq takie same zestawy (pierwotnych) regut infe-
rencyjnych (tj. regutami tymi sg RO, RP, RG i RZ); wszystkie z nich sg
oparte na KRZ w tym sensie, ze ich aksjomatami sg m.in. aksjomaty
rachunkowozdaniowe. Aksjomatem specyficznym kazdego z nich jest
aksjomat K. Systemy te roznig jednak sie doborem aksjomatow specy-
ficznych z nastepujacej listy:

D:op— 0p
T.-op—>p
B:.p—> o0p

4: op — oop

E: 0p > o0p

9. —Op — Oo—Op
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Przypomnijmy:

Rozwazane normalne modalne aletyczne rachunki zdan mozemy
krotko scharakteryzowacC poprzez wymienienie aksjomatow specyficz-
nych:

K=K
D =KD
T =KT
B = KTB
S4 = KT4
S5 = KTE = KTB4

W podobny sposob mozemy zwiezle charakteryzowac aksjo-
maty specyficzne poszczegolnych ERZ.
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Zwiazki zawierania miedzy zbiorami tez rozwazanych normalnych
aletycznych rachunkoéw zdan — a zatem rowniez miedzy wyznaczonymi/
formalizowanymi przez te rachunki modalnymi logikami zdan! - przed-
stawia nastepujacy rysunek (strzatka l symbolizuje inkluzje wiasciwg
zbiorow tez):

E
;

B S4
S5
Zbiory tez rachunkow B i S4 krzyzujg sie.
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Zdaniowa logika przekonan charakteryzujacych sie
pewnoscia
KDE4
(znana tez jako KD45)
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Przypomnijmy:
Napis C(a, p) czytamy: ,[podmiot] a jest catkowicie przekonany,
ze p’.

Mielismy m.in.

(C1) C(a, p) n C(a, q) > C(a, p A Q)
(C2) C(a, p) » —C(a,—p)

—(C(a, p) A C(a,—p))
(Def. P) P(a, p) < —C(a,—p)
(Cs) P(a, p A q) > P(a, p) A P(a, q)
(C4) C(a, p A q) > C(a, p) A C(a, q)

C(a, p A q) <> C(a, p) A C(a, q)
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(Cs) C(a, p) v C(a, q) > C(a, p v q)

(Ce) P(a, p) v P(a, q) > P(a, p v q)
(C10) C(a, p) > C(a, C(a, p))
(C11) —C(a, p) > C(a, =C(a, p))
Ponadto obowigzywaty reguty:
(C7) p<q

C(a, p) & C(a, q)
(Ce) p—q

C(a, p) —» C(a, q)

Teraz potraktuimy C jako spojnik/operator jednoargumentowy.
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Budujemy zdaniowy rachunek przekonan KDE4.

Pojecie formuty jezyka rachunku KDE4 okreslamy standardowo
(pamietajgc, ze mamy dwa operatory epistemiczne: C oraz P).

Aksjomaty rachunkowozdaniowe rachunku KDE4 definiujemy
standardowo.

Aksjomatami specyficznymi rachunku KDE4 s3;:

Ki  C(p—q)—>(Cp— Cq)
D: Cp— Pp

E: Pp —» CPp

4 Cp > CCp
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Pierwotne reguty inferencyjne rachunku KDE4 majg postac:

RO: RP: RG: RZ:
A—> B A A B
A A [p; /B] CA B[—C—-A /| PA]
B

Pojecia dowodu | tezy okreslamy w standardowy sposaob.

Z analogicznych powodow, jak w rachunku K (zob. prezenta-
cje ,Modalne rachunki zdan” cyklu ,Logika II") regutami wtornymi
w KDE4 sg m.in. epistemiczne odpowiedniki regut regularnosci |
ekstensjonalnosci:

RR: RE:
A—> B Ao B
CA—->CB CAo CB

Ponadto w KDE4 mamy reguty wtorne oparte na KRZ.

17



Naszkicujemy teraz dowody odpowiednikdw niektorych spo-
srod przedstawionych wyzej zaleznosci.

Zaczniemy od:
C(pnrq) > CpnCq
Dowdd przebiega analogicznie jak dowod tezy:
0(p A Q) <> 0p AOq

w rachunku K (zob. prezentacje ,Modalne rachunki zdan” cyklu
,Logika II"). Odpowiednie fragmenty tego dowodu pokazujg, jak
udowodni¢ w KDE4 nastepujace tezy

(C)* CpACqg—C(pbAQ)
(Ca® C(pnq)—>CpnaCq
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(C2)*

1.Cp > Pp (aksfjomat specyficzny)

2. -C—p —>—-C—p (aksfomat r-z)

3. Pp > —-C—p (2, RZ)

4. Cp > —-C—p (1, 3 RSH)

—(Cp A C—p)

1.Cp > -C—p (teza (C2)*)

2. (Cp > =C—p) > (—=Cp v =C—p) (aksfomat r-z)
3. (=Cp v =C—p) > —(Cp A C—p) (aksjomat r-z)
4. (Cp > —C—p) > =(Cp A C—p) (2, 3 RSH)

(1, 4 RO)
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(C11)*

—Cp - C-Cp

1. =C—p > =C—p (aksjomat r-z)

2. -C—p—Pp (1 RZ)

3. Pp—> CPp (aksjomat specyficzny)
4. -C—p —> CPp (2, 3 RSH)

9. - C——p > CP—p (4 RP p/—p)

6. —p<p (aksjomat r-z)

[.C—p <> Cp (6 RE)

8. (C——p < Cp) > (—Cp > —=C——p) (aksjomat r-z)
9. -Cp > -C——p (8, 7 RO)

10. =Cp > CP—p (9, 5 RSH)

11. (C——p <& Cp) > (-C——p —> =Cp) (aksjomat r-z)
12. - C——p > —Cp (11, 7 RO)

13. P—p > =Cp (12 RZ)

14. CP—p —> C-Cp (13 RR)

15. =Cp -> C—-Cp (10, 14 RSH)
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Formufta:
(*) —Cp - C-Cp
ma takg samg strukture jak formuta/ aksjomat 5 z MRZ:
—Op — O0—0p

Jak widzielismy, formuta (*) jest dowodliwa w rozwazanym rachunku; w
dowodzie skorzystaliSmy tylko z jednego aksjomatu specyficznego, {j.
aksjomatu:

Pp —»> CPp
Z drugiej strony, formute

Pp — CPp
mozna tatwo wyprowadzic¢ z formuty (*), viz.

2. -C—p —>C-C—p (1 RP p/—p)
3.Pp—> CPp (2 RZ)

21



Dlatego tez rachunek przekonan KDE4 wystepuje rowniez w lite-
raturze przedmiotu pod nazwg KD45. Niezaleznie od nazwy, jest
on uwazany za jedng ze standardowych logik przekonan. Inng —
stabszg — logikg tego rodzaju jest KE4/ K45.

Patrzac od strony czysto formalnej, KDE4 to prawie szacowny
rachunek modalny S5; prawie, albowiem zamiast odpowiednika
aksjomatu T mamy w nim odpowiednik aksjomatu D.

To ,prawie” — jak zobaczymy — czyni rGznice na poziomie nie
tylko syntaktycznym, ale i semantycznym.
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Zwrocmy tez uwage, ze tezami rozwazanych rachunkow prze-
konan sa:

Cp —> CCp
—-Cp - C-Cp

Tezy te przypisujg przekonaniom, odpowiednio, wtasnosci pozy-
tywne| | negatywnej introspekcii.

Nawiasem mowigc, teza/aksjomat:
Cp —> CCp
ma takg samag strukture jak formuta/ aksjomat 4 z MRZ.

op — ogp
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Semantyka typu Kripkego dla KDE4
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Zbudujemy teraz semantyke typu Kripkego (,semantyke swia-
tow mozliwych”, possible-world semantics) dla logiki KDE4.

Na poczatek wykorzystamy aparature pojeciowg wprowadzo-
ng na kursie ,Logika II”; nastepnie naszkicujemy pewne ujecia al-
ternatywne.
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Gwoli przypomnienia:

Strukturg modelowg nazywamy dowolng pare uporzgdkowang
<W, R>, gdzie W jest niepustym zbiorem, natomiast R jest
binarng relacig w W.

Gdy <W, R> jest strukturg modelowg, to zbiér W nazywamy
zbiorem swiatow mozliwych (ang. possible worlds), natomiast re-
lacje R nazywamy relacjg alternatywnosci lub relacjg dostepnosci
(ang. alternativeness, accessibility).

Napis wRw* czytamy ,Swiat w* jest alternatywny wzgledem
Swiata w’ lub ,Swiat w* jest dostepny ze Swiata w’.
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Niech <W, R> bedzie strukturg modelowg. Wartosciowaniem okreslonym
na strukturze modelowej <W, R> nazywamy dowolng funkcje V, ktorej ar-
gumentami sg formuty jezyka MRZ i elementy zbioru W, natomiast warto-
Sciami — prawda 1 i fatsz 0, spetniajgcg nastepujgce warunki:

(1) dla dowolnej zmiennej zdaniowej p;, dla kazdego w € W

V(pi, w) =1 lub V(p;,w) = 0;

(2) dla dowolnej formuty A jezyka MRZ, dla kazdego w € W-.

V(-A, w) =1 wiw V(A, w) = 0;

(3) dla dowolnych formut A, B jezyka MR/Z, dla kazdego w € W.

e V(AAB,w)=1witw V(A, w) =1 oraz V(B, w) = 1;
VIAv B, w)=1 witw V(A, w) =1 lub V(B, w) =1;
VIA—- B, w)=1witw V(A, w) =0 lub V(B, w) = 1;
VAo B, w)=1witw V(A, w) = V(B, w);
(4) dla dowolne/ formuty A jezyka MR/Z, dla kazdego w € W.
o V(OA, w) =1 wiw istnieje w* € W takie, ze wRw*oraz V(A, w*) = 1;
o V(OA, w) =1 witw dla kazdego w* € W takiego, ze wRw*:

VA, w*) =1.

N
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Modelem Kripkego nazywamy trojke uporzgdkowang <W, R, V>,
gdzie <W, R> tworzy strukture modelowg, natomiast V jest warto-
Sciowaniem okreslonym na strukturze modelowej <W, R>.

Gdy <W, R> jest strukturg modelowg, a V jest wartosciowaniem okre-
slonym na tej strukturze modelowej, to powiemy, ze model Kripkego
<W, R, V> jest modelem Kripkego opartym na strukturze modelowej
<W, R>.

**x*

W jezyku rachunku KDE4 wystepuja, zamiast modalnosci aletycz-
nych ¢ i o, modalnosci epistemiczne C i P; podobnie jest w przypad-
ku jezyka rachunku KE4/ K45 i wielu innych zdaniowych logik przeko-
nan (z tym, ze zamiast symbolu C uzywa sie czesto symbolu B, ponad-
to nie kazda logika przekonan jest logikg przekonan charakteryzujgcych
sie pewnoscig).

28




Budujac semantyke typu Kripkego dla ERZ, definicje pojecia
struktury modelowej pozostawiamy bez zmian.

Pojecie modelu Kripkego opartego na strukturze modelowej defi-
niujemy analogicznie jak w przypadku MRZ. Ta analogicznosc
dotyczy jednak budowy definicji, a nie jej tresci, jako ze modyfika-
cji ulega tresc¢ pojecia wartosciowania okreslonego na strukturze
modelowe,.

Bedzie zatem tak (podswietlenie wskazuje roznice):
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Niech <W, R> bedzie strukturg modelowg. Wartosciowaniem okreslonym
na strukturze modelowej <W, R> nazywamy dowolng funkcje V, ktorej ar-
gumentami sg formuty jezyka ERZ i elementy zbioru W, natomiast warto-
Sciami — prawda 1 i fatsz 0, spetniajgcg nastepujgce warunki:

(1) dla dowolnej zmiennej zdaniowej p;, dla kazdego w € W

V(pi, w) =1 lub V(p;,w) = 0;

(2) dla dowolnej formuty A jezyka MRZ, dla kazdego w € W-.

V(-A, w) =1 wiw V(A, w) = 0;

(3) dla dowolnych formut A, B jezyka MR/Z, dla kazdego w € W.

e V(AAB,w)=1witw V(A, w) =1 oraz V(B, w) = 1;
VIAv B, w)=1 witw V(A, w) =1 lub V(B, w) =1;
VIA—- B, w)=1witw V(A, w) =0 lub V(B, w) = 1;
VAo B, w)=1witw V(A, w) = V(B, w);
dla dowolnej formuty A jezyka MRZ, dla kazdego w € W
V(PA, w) =1 wiw istnieje w* ¢ W takie, ze wRw*oraz V(A, w*) =1,

V(CA, w) =1 wiw dla kazdego w* ¢ W takiego, ze wRw™
V(A, w¥) = 1.

(4

N
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Podobnie jak w przypadku MRZ, przyjmujemy nastepujace definicje
(mowigc o modelach, mamy na mysli modele Kripkego):

Mowimy, ze formuta A jest prawdziwa w Swiecie w modelu <W, R, V>
wiw V(A, w) = 1.

Mowimy, ze formufa A jest prawdziwa w modelu <W, R, V> witw formu-
fa A Jest prawdziwa w kazdym Swiecie modelu <W, R, V>.

To, ze formuta A jest prawdziwa w modelu M = <W, R, V>, zapisujemy:
MEA.

Mowimy, ze formuta A jest prawdziwa w strukturze modelowej <W, R>
wtw formuta A jest prawdziwa w kazdym modelu opartym na strukturze
modelowej <W, R>.

Mowimy, ze formuta A jest prawdziwa w (niepustej) klasie struktur mo-
delowych ® wtw formuta A jest prawdziwa w kazdej strukturze modelo-
wej nalezgcef do klasy ©.
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Niech R bedzie relacjg binarng w W.

R jest seryjnaw W

vVx € W3y e W (xRy)

R jest zwrotha w W

vVx € W (xRx)

R jest symetryczna w W

vx,y e W(xRy - yRX)

R jest przechodnia w W

vXx,y,Ze W(XxRy n yRz - xRz)

R jest euklidesowa w W

vx,y,Ze W(XRy n xRz — yRZz)

R jest uniwersalna w W

VX, y € W(xRy)

Niech <W, R> bedzie strukturg modelowa:

<W, R> jest seryjna wtw R jest seryjna w W.

<W, R> jest zwrotna witw R jest zwrotha w W.

<W, R> jest symetryczna wtw R jest symetryczna w W.

<W, R> jest przechodnia wtw R jest przechodnia w W.

<W, R> jest euklidesowa wtw R jest euklidesowa w W.
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Model <W, R, V> nazywamy seryjnym, gdy jest on oparty na seryjnej
strukturze modelowej — i podobnie w pozostatych przypadkach (zwrot-
nosci, symetrycznosci, przechodniosci i euklidesowosci). Przypomnijmy
zwigzki miedzy poszczegolnymi aksjomatami specyficznymi normal-
nych MRZ a modelami Kripkego:

Formuta / Relacja alternatywnoS$ci w strukturze modelowej /
aksjomat modelu

D: op » Op seryjna
T.-0p—>p zwrotna
B:p— ofp symetryczna
4: Op —» OOp przechodnia

E: Op —» O0p euklidesowa
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Przypomnijmy tez, wzgledem jakich klas modeli Kripkego rachunki te sg
trafne i petne zarazem:

Modalny rachunek zdan Modele Kripkego

K=K wszystkie

D = KD seryjne

T =KT zwrotne

B = KTB zarazem zwrotne | symetryczne

S4 = KT4 zarazem zwrotne i przechodnie

S5 = KTE = KTB4 zarazem zwrotne, symetryczne i przechodnie
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Bioragc to wszystko pod uwage, nie jest chyba zaskoczeniem,
ze zachodzi:

Twierdzenie 1. Formuta A jest tezg zdaniowego rachunku prze-
konan KDE4 wtedy i tylko wtedy, gdy formuta A jest prawdziwa w

kazdym modelu Kripkego opartym na strukturze modelowej, ktora
Jest zarazem seryjna, euklidesowa i przechodnia.

Pamietajmy, ze prawdziwos¢ w modelu to prawdziwos¢ w kaz-
dym swiecie tego modelu !

Trafnosc i petnosc¢ to mite wtasnosci, nas jednak interesujg
rowniez sprawy bardziej konkretne. Zapytajmy:

Co to znaczy, ze formuta postaci CA jest prawdziwa w Swiecie
w modelu Kripkego opartego na strukturze modelowe|, ktora

to struktura modelowa jest zarazem seryjna, euklidesowa i
przechodnia?
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Odpowiedz bardzo humanistyczna brzmi:

Samo A jest prawdg w kazdym takim Swiecie (rozwazanego
modelu), ktory to Swiat jest alternatywny do w.

No dobrze, ale co wiemy o relacji alternatywnosci?

Po pierwsze, jest ona seryjna. Zatem na pewno istnieje co naj-
mniej jeden swiat w* alternatywny do w, w ktorym to swiecie sa-
mo A jest prawda.

Zauwazmy, ze nie znaczy to, ze A jest prawdg w swiecie w. Na
relacje R nie naktadamy warunku zwrotnosci, a tylko warunek se-
ryjnosci. Swiat w nie musi by¢ alternatywny wzgledem samego
siebie!

Gdy w to ,nasz swiat”, to prawdziwosci formuty postaci CA w sSwiecie w
nie pocigga, ze samo A jest prawdg w ,naszym swiecie” w. Tak powin-
no bycC: przekonania, nawet charakteryzujgce sie pewnoscig, mogag byc¢
fatszywe.
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Po drugie, relacja alternatywnosci jest przechodnia; zatem jesli A
jest prawdziwa w Swiecie w* alternatywnym do w, a Swiat w** jest
alternatywny do w*, to A jest tez prawdziwa w Swiecie w**.

Po trzecie, relacja alternatywnosci jest euklidesowa, tak wiec
zbior swiatow, w ktorych A jest prawdziwa, jest zamkniety z uwagi
na warunek, ktory mozna graficznie przedstawic tak:

& -

w w W w+ w+ w=
Intuicyjnie rzecz biorgc, euklidesowosc relacji epistemicznej al-
ternatywnosci znaczy, ze swiaty epistemicznie alternatywne
wzgledem pewnego swiata sg rowniez wzajemnie epistemicznie
alternatywne.
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Dla rachunku KE4/ K45 mamy:

Twierdzenie 2. Formuta A jest tezg zdaniowego rachunku prze-
konan KE4/ K45 wtedy i tylko wtedy, gdy formuta A jest prawdzi-
wa w kazdym modelu Kripkego opartym na strukturze modelowey,
ktora jest zarazem euklidesowa i przechodnia.

Ciekawostka jest nastepujgca: poniewaz od relacji alternatywnosci nie
wymagamy teraz, aby byta ona seryjna, moze sie zdarzy¢, ze formuta
postaci CA jest prawdziwa w jakims Swiecie jakiego$s modelu (euklide-
sowego i przechodniego), chociaz samo A nie jest prawdg w zadnym
Swiecie tego modelu. Bedzie tak dla tych swiatow, dla ktorych nie istnie-
ja (w rozwazanym modelu) zadne swiaty alternatywne. Na pocieszenie:
w kazdym takim swiecie formuta postaci PA bedzie fatszywa.
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Metoda tabel analitycznych dla KDE4/ KD45
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Przedstawiong na kursie ,Logika |I” metode tabel analitycz-
nych dla (normalnych) MRZ mozna z tatwoscig zaadoptowac do
przypadku rachunku KDE4. Opis intuicyjny jest taki sam, wiec go
tu pomine, odsytajac do prezentacji ,Tabele analityczne dla
MRZ". Podam tylko zestawienie regut oraz kilka przyktadow.
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Reguty dla spojnikow KRZ

-
—l—lA, l
A i
FA- F_A- ry. r_..
AAnB,i —(AAB),i AvB,i —(Av B), i
A —A, i | =B, i Ail|B,Ii —A, i
B, i —B, i
r,: r.: re: r ..
A—->B,i —(A —> B), i Ao B, i —(A B), i
—A,i | B,i Al A1 | A I Al | —A i
—B, i B, i| =B, i —B, i B, i
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Reguty dla C oraz P

r_c- r_p-
-CA, i —PA, i
P_|A, l C_'A7 l
rc: rp.
CA, i PA, i
iRj
iRj
A, J A Jj
gdzie j jest nowym’
liczebnikiem

! Tzn. liczebnik j nie wystepuje wezeéniej na tej gatezi (budowanej tabeli analitycznej), na ktore;
stosujemy regute wobec rozwazanej formuty indeksowanej P4, i.
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Symbolem ¢(i) oznaczamy dowolng formute — relacyjng lub indeksowang —
w ktorej wystepuje liczebnik 1.

Ip: (seryjnosc) re. (euklidesowos¢)
(i) iRj
iRk
IRj gdzie j jest nowym liczebnikiem na JRk

budowanej wtasnie gatezi tabeli oraz
na lej gatezi nie wystepuje wczesniej
formuta relacyjna postaci iRk

ry: (przechodnio$c)
iIRj
JRk
iRk
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Przyktad 1. Badamy, czy formuta CCp — Cp jest tezg rachunku
KDE4.

—(CCp —> Cp), 0
CCp, 0
—-Cp, 0
OR1
Cp, 1
P—p, 0
OR2
—p, 2

1R2
p, 2

Odpowiedz: tak.



Przyktad 2. Badamy, czy formuta Cp — CCp jest tezg rachunku
KDE4.

—(Cp —> CCp), 0
Cp, 0
—CCp, 0
P-Cp, 0
ORI
—-Cp, 1
P—p, 1
1R2
—p, 2
OR2

p, 2
Odpowiedz: tak.
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Sama metoda tabel analitycznych dla KDE4 nie jest jednak uni-
wersalng metodg rozstrzygania, czy dana formuta jest tezg roz-
wazanego rachunku. Najogolniej rzecz ujmujac, jest tak dlatego,
ze W pewnych sytuacjach powstaje tabela nieskonczona zawiera-
jaca ,petle” (loops), co z kolei zwigzane jest z tym, ze KDE4 jest
tzw. logikg przechodnig — obowigzuje w niej odpowiednik formuty
4. Wiecej na ten temat — na wyktadzie.
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Pojecie wynikania na gruncie logiki KDE4 mozna zdefiniowac tak:

Formuta A wynika na gruncie logiki KDE4 ze zbioru formut X witw
dla kazdego zarazem seryjnego, euklidesowego I przechodniego
modelu M oraz dla kazdego Swiata w tego modelu spetniony jest
warunek:

(*) jeSli kazda formuta nalezgca do X jest prawdziwa w Swiecie
w, to formuta A jest prawdziwa w swiecie w.

Mowigc o formutach, mamy tu rzecz jasna na mysli formuty jezy-
ka, w ktorym zbudowalismy rachunek KDE4.

Nieznacznie modyfikujgc przedstawiong metode tabel analitycz-
nych, uzyskujemy metode wykazywania, ze dana formuta wynika
na gruncie KDE4 z danego zbioru formut. Modyfikacja ta przebie-
ga tak samo jak dla MRZ — po szczegoty odsytam do prezentacji
,1abele analityczne dla MRZ".
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Addendum 1: Semantyka Kripkego inaczej oraz
semantyka Hintikki
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Wykorzystane tu — a takze na kursie ,Logika II” — ujecie semantyki
Kripkego dla rozwazanych MRZ | ERZ jest wzorowane na przedstawio-
nym w klasycznej monografii: G. E.Hughes & M. J. Cresswell, A New
Introduction to Modal Logic (Routledge, London/ New York 1996).

W literaturze przedmiotu mogg Panstwo znalezC ujecia nieco od-
mienne.

Przyktadowo, czasami nie wprowadza sie odrebnego pojecia struk-
tury modelowej (ang. frame), a model Kripkego definiuje sie jako trojke
uporzadkowang postaci:

<W, R, v>
gdzie W jest niepustym zbiorem (,mozliwych swiatow”), R jest binarng
relacja w W (,relacjg alternatywnosci/ dostepnosci”), natomiast v jest
funkcjg przyporzadkowujgca kazdej parze <p;, w>, gdzie p; jest zmienng
zdaniowg a w € W, dokfadnie jedng z wartosci logicznych: 1, 0.
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Dalej okresla sie pojecie prawdziwosci formuty A w Swiecie w modelu U
= <W, R, v>, symbolicznie ME" A, tak®:

()M
(2) M
(3) M
(4) M
)M
(6) M
(7) M
8)M

=Y pi wiw v(p;, w) = 1;

=" A wiw M non E" A;

=Y (A A B) witw ME"A oraz ME" B;

Y (A v B) wiw MEYA lub ME" B;

=Y (A — B) wiw M non A lub ME" B;

LY (A & B) wtw MEYA zawsze i tylko, gdy ME" B;

=Y OA wiw istnieje w* € W takie, ze wRw* oraz ME" A;

" DA wiw dla kazdego w* € W takiego, ze wRw*: ME" A.

Formuta A jest prawdziwa w modelu M, symbolicznie ME A, wiw A jest
prawdziwa w kazdym swiecie modelu M.

W zaleznosci od warunkéw naktadanych na R mowimy o modelach se-
ryjnych, zwrotnych, symetrycznych, etc.

> Czesto stosuje sie tez notacje nastepujaca: M, w E A.
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W innym wariancie pod pojeciem modelu Kripkego rozumie sie troj-

ke uporzadkowana:
<W, R, >

gdzie W jest niepustym zbiorem (,mozliwych swiatow”), R jest binarng
relacja w W (,relacjg alternatywnosci/ dostepnosci”), natomiast f jest
funkcjg przyporzadkowujgcg kazdej zmiennej zdaniowej p; pewien nie-
pusty podzbior zbioru W. Intuicyjnie rzecz biorgc, do podzbioru tego na-
lezg te, i tylko te, mozliwe swiaty, w ktorych jest tak, ze p;.
Definicja pojecia prawdziwosci formuty w swiecie w modelu M rozni sie
od poprzednio podanej pierwszym warunkiem; teraz mamy:

(1) ME"p; wtw w € f(p;).

Takie ujecie zwigzane jest z rozumieniem sgdow (ang. propositions) ja-
ko zbiorow swiatow mozliwych. Wiecej — na wyktadzie.
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Finski logik Jaakko Hintikka to jeden z tworcow wspotczesnej logiki
epistemicznej; jego ksigzke pt. ,Knowledge and Belief” (1962) uwaza
sie powszechnie za jedng z najwazniejszych pozycji w dziejach tej dys-
cypliny.

Semantyka uzyta (i stworzona!) przez Hintikke rézni sie od seman-
tyki Kripkego.

Dla przyktadu, rozwazmy semantyke Hintikki dla rachunku KDE4;

mowigc dalej o formutach, bedziemy mieli na mysli formuty jezyka, w
ktorych zbudowalismy KDE4.
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Zbiorem modelowym (ang. model set) nazywamy dowolny zbior
formut u spetniajgcy nastepujqce warunki:
1) dla dowolnej zmiennej zdaniowej p;. jesli p; € u, to ‘—p; ¢ N,
2) jesli‘(AAB) e n,toA e poraz B € y;
3) JjeSli'=(AAB) ep,to'-A" € ulub ‘=B € y;
4) jesli'Av B e toAepulubB e y;
5) jesli‘—(Av B) €, to ' —=A’ € uoraz ‘=B’ € y;
6) JjesSli'(A—>B) e, to'-A € ulubB € y;
/) jesli ‘—(A —- B) e u,to A € poraz '—-B’ € y;
8) jesli ‘(A< B) e yu,to: (AepnorazB € pn) lub (‘A" € u oraz
‘=B’ € ).
(9) JjesSli‘~(A<>B) ep,to:(Aepnoraz'=B ¢ n) lub (‘A ¢ n
oraz B € ).

Zauwazmy, ze warunek (1) nie wymusza tego, aby do danego zbioru
modelowego nalezata kazda zmienna zdaniowa /ub je] negacja.
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Ukftad modelowy (ang. model frame) jest to para uporzadkowana:
<Q, r>

gdzie Q jest (niepustg) rodzing zbiorow modelowych, a r jest binarng
relacjg w Q. Podobnie jak w przypadku modeli Kripkego, r jest relacjg
alternatywnosci — ale tym razem miedzy zbiorami modelowymi. Jed-
nakze, intuicyjnie rzecz biorac, zbior modelowy mozemy potraktowac
Jako czgstkowy opis ,stanu Swiata”; wowczas zbior modelowy p* pozo-
Stajgcy w relacji alternatywnosci do zbioru modelowego u dostarcza
czgstkowego opisu ,Stanu Swiata” moggcego sie zrealizowac zamiast
Stanu opisywanego przez .

Zauwazmy, ze ,materiat’, z ktorego ,budujemy” uktady modelowe jest
czyms znacznie bardziej okreslonym, niz w przypadku modeli Kripkego
— elementami zbiorow modelowych sg formuty.
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Niech <Q, r> bedzie uktadem modelowym. Naktadamy nastepujace
warunki:

(We) Jezeli ‘CA’ € noraz u € Q, to dla kazdego u* € Q takiego, ze
uru*: A e u¥;

(Wp) Jezeli 'PA' € noraz u € Q, to dla pewnego n* € Q takiego,
ze uru*: A e u¥;

(W_c) Jezeli'=CA’ € poraz u € Q, to P-A’ € p.

(W_p) Jezeli'=PA’ € norazu € Q, to ‘C-A’ € p.

Mozna udowodniC, ze zachodzi nastepujgca zaleznosc:

Niech <Q, r> bedzie uktadem modelowym takim, ze r jest relacjg
zarazem seryjng, euklidesowsq i przechodnig w Q. Formuta A jest
tezg zdaniowego rachunku przekonan KDE4 wtw dla kazdego

u € Q jest tak, ze A € L.
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W podobny sposdob mozna budowac semantyke typu Hintikki dla innych
logik epistemicznych — a takze innych logik modalnych w szerokim sen-

Sie tego terminu.

Dla porzadku trzeba zaznaczyc, ze przedstawione tu ujecie semantyki
Hintikki rozni sie paroma szczegotami od oryginatu.

W jezyku polskim dostepny jest m.in. wybor tekstow Hintikki pt.”Eseje

logiczno-filozoficzne”, wydany w 1992 r. przez Wydawnictwo Naukowe
PWN w serii ,,Biblioteka Wspotczesnych Filozofow”.
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