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Semantyka Meyera - van der Hoeka dia
KDE4 i KE4



W ksigzce J. J. Ch. Meyera i W. van der Hoek’a pt. Epistemic Logic for
Al and Computer Science (Kluwer, Dordrecht 1995) znajdujemy bardzo
interesujgcy wariant semantyki swiatow mozliwych dla epistemicznych
rachunkow przekonan KDE4/KD45 | KE4/K45.

Rozpocznijmy od przypadku rachunku KDE4.
Rozwazmy strukture postaci:
(#) <W, {wo}, R>
gdzie W jest zbiorem (,Swiatow mozliwych”), wy to, intuicyjnie
rzecz biorgc, ,nasz swiat”’, wy ¢ W, a R jest binarng relacjg w
iloczynie kartezjanskim:
WU {wy} x WU {wg}.



Model okreslony na strukturze <W, {w,}, R> ma postac:
(##) <W, {wo}, R, V>

gdzie V jest funkcjg wartosciowania, przyporzadkowujgcag kazdej
parze uporzgdkowanej, ktorej pierwszym elementem jest formuta,
a drugim element zbioru W u {wg}, doktadnie jedng z wartosci
logicznych 1, 0; funkcje te definiujemy nieomalze w standardowy
sposob, podobnie jak pojecia prawdziwosci formuty w modelu
postaci (##) i prawdziwosci formuty w strukturze postaci (#).

,Nieomalze”, albowiem warunki dla formut postaci PA oraz CA sg nastepujace:

o W(PA, w) =1 witw istnieje w*e W U {w} takie, ze wRw" oraz V(A, w*) = 1.
o W(CA, w) =1 wiw dla kazdego w*e W U {wy} takiego, ze wRw"*: V(A, w*) = 1.
Prawdziwos¢ w modelu postaci (##) to prawdziwos¢ w kazdym Swiecie ze

zbioru W v {wy}. Prawdziwos¢ w strukturze postaci (#) to prawdziwos¢ w
kazdym modelu (rozwazanego typu) opartym na tej strukturze.



Rozwazmy teraz model M = <W, {wy}, R, V> analizowanego rodzaju
spetniajgcy nastepujgce warunki:

(a1) woRw dla kazdego w € W (,kazdy swiat z W jest epistemicznie

alternatywny wzgledem ‘naszego’ Swiata wy”),

(a2) wRw* dla dowolnych w, w* € W (,wszystkie Swiaty
epistemicznie alternatywne wzgledem ‘naszego’ Swiata wy sa
epistemicznie alternatywne wzgledem siebie”™).
Uwaga: Nalezy pamieta¢, ze na mocy definicji wy ¢ W.
Zauwazmy, ze gdy <wp, wp> ¢ R, to wartosc logiczna formuty postaci
CA w ,naszym” Swiecie wy modelu M nie zalezy od wartosci logicznej
formuty A w swiecie wy tego modelu. Zalezy ona natomiast od wartosci
logicznych, jakie przyjmuje formuta A w kazdym ze swiatow ze zbioru

W modelu M. Proste rozumowanie pokazuje, ze dla (kazdego) modelu
M analizowanego rodzaju spetniajgcego powyzsze warunki zachodzi:

o jesli <wy, wp> ¢ R, to V(CA, wy) =1 wiw dla kazdego w € W-
VA, w)=1.



Mozna udowodnic, iz:

Formuta A jest tezg rachunku przekonan KDE4 wtedy i tylko
wtedy, gdy formuta A jest prawdziwa w kazdej strukturze postaci
<W, {wy}, R>, w ktorej W jest zbiorem niepustym, a relacja R
spetnia fgcznie nastepujgce warunki.

(a,) woRw dla kazdego w € W (,kazdy swiat z W jest
epistemicznie alternatywny wzgledem ‘naszego’ $wiata wy ),

(ay) wRw™ dla dowolnych w, w* € W (,,wszystkie §wiaty
epistemicznie alternatywne wzgledem ‘naszego’ swiata wy sg
epistemicznie alternatywne wzgledem siebie™).

Uwaga: Nalezy pamietaé, Ze na mocy poprzednich ustalen wy ¢ W,
natomiast R jest binarng relacjg w iloczynie kartezjanskim:
WU {wp} x WU {wp}.



W przypadku rachunku KE4 sytuacja jest prawie taka sama;
roznica polega na tym, ze nie wymagamy, aby zbior W kazdej
wyjsciowej struktury byt niepusty. Mamy zatem:

Formuta A jest tezg rachunku przekonan KE4 wtedy i tylko wtedy,
gdy formuta A jest prawdziwa w kazdej strukturze postaci
<W, {wy}, R>, w ktorej relacja R spetnia tgcznie nastepujgce
warunki:
(a4) woRw dla kazdego w € W (,kazdy swiat z W jest
epistemicznie alternatywny wzgledem ‘naszego’ Swiata wy”),

(ao) wRw™* dla dowolnych w, w* € W (,wszystkie $wiaty
epistemicznie alternatywne wzgledem ‘naszego’ swiata wy sg
epistemicznie alternatywne wzgledem siebie”).

Komentarze: zapraszam na wyktad :)



Przykiady zastosowan

Przypusémy teraz, ze a jest podmiotem epistemicznym (epistemic
agent), posiadajgcym m.in. przekonania zywione z catkowitg
pewnoscig. Formuta postaci CA bedzie zatem znaczy¢ tyle, co:

- podmiot a jest catkowicie przekonany (convinced), ze A,
podobnie formuta postaci PA znaczy, ze:
- podmiot a mysli, ze jest mozliwe, ze A (thinks A to be possible).

Zatoézmy, ze operator epistemiczny C jest w rozwazanym przypadku
rozumiany zgodnie z logikg KDE4 (tj. ,KDE4 jest logikg catkowitych
przekonan podmiotu a”).

Niech wy oznacza swiat rzeczywisty — ,nasz swiat”.



Rozwazmy trzy zdania:

(1) Jan jest logikiem.

(2) Jan jest psychastenikiem.

(3) Jan jest paranoikiem.
Przypuscmy, ze dla podmiotu a swiatami epistemicznie alternatywnymi
wobec wy (,mozliwymi scenariuszami wydarzen”) sg - wzajemnie
epistemicznie alternatywne - swiaty w4 oraz w; takie, ze:
sSwiat w; sSwiat w,
zachodzi (1) zachodzi (1)

nie zachodzi (2) | zachodzi (2)
zachodzi (3) nie zachodzi (3)

Powstaje pytanie: o jakich zdaniach mozemy prawomocnie stwierdzic,
ze wyrazajg one catkowite przekonania podmiotu a? Pytanie to
mozemy sprowadzi¢ do szeregu pytan postaci:

(*) Czy zdanie ‘CA’ jest prawdg w Swiecie wy?
albowiem interesujg nas (catkowite) przekonania podmiotu a w
,naszym” swiecie wy.




Przyjmujac, ze zdania (1) — (3) sq kolejno reprezentowane przez
zmienne zdaniowe p, q, r, mozemy powiedzieC, ze powyzsza sytuacja
jest reprezentowana przez — dowolny - model (w sensie Meyera i van
der Hoeka) M®:

<{wq, wo}, {wo}, R, V>
spetniajgcy nastepujgce warunki:
(a) R = {<wpy, wi>, <wp, Wo>, <Wq, Wo>, <Wp, W1>, <W, Wi>, <W,, Wr>}
(b) V(p, wy) =1; V(q, wq) = 0; V(r, wy) =1;
(c) Vp, w2) =1; V(q, wo) =1; V(r, w2) = 0.

Odpowiednikiem pytania o schemacie (*) jest teraz pytanie majgce
schemat:

(*) Czy V(CA, wp) =17

jako ze — przypomnijmy — formuta jest prawdziwa w swiecie modelu
wiw wartosc¢ tej formuty (w tym swiecie tego modelu) wynosi 1.



Niech R~ w; oznacza zbior wszystkich swiatdw modelu M
alternatywnych wzgledem swiata w; tego modelu.

|. Zapytajmy:

Czy V(Cp, wp) =17
Odpowiedz: tak, bo R~wy = {w, w,}, a V(p, w,) =1 oraz V(p, w,) = 1.
Il. Zapytajmy:

Czy V(Cq, wp) =17
Odpowiedz: nie, bo R~wy = {w1, w»}, a V(q, wy) = 0.
lll. Zapytajmy:

Czy V(Cr, wp) =17
Odpowiedz: nie, bo R~ wy = {w4, wo}, a V(r, w,) = 0.
IV. Zapytajmy:

Czy V(Pq, wp) =17
Odpowiedz: tak, bo R~wy = {w, wy}, a V(q, wo) = 1.




V. Zapytajmy:
Czy V(Pr,wp) =17
Odpowiedz: tak, bo R~"wy = {wy, wy}, a V(r, wy) = 1.

VI. Zapytajmy:
Czy V(C(gv i, wy)=17

Odpowiedz: tak, bo R~ wy = {w4, w}, a skoro V(r, wy) =1, to rowniez
V(q v r, wq) = 1; podobnie skoro V(q, w,) =1, to rowniez V(q v r, w,) = 1.

VII. Zapytajmy:

CzyV(C(p—>qvr),w)=17
Odpowiedz: tak, bo R~"wp = {w4, w»}, a mamy V(g v r, wy) =1 oraz
Vigvr,w)=1.




VIIl. Zapytajmy:
Czy V(Cqgv Cr,wy) =17

Odpowiedz: nie, bo V(Cq, wy) = 0 oraz V(Cq, wp) = 0.

Uwaga: Zagadnienia (VIII i IX) majg odmienny charakter od poprzednich.
Dlaczego? Zapraszam na wyktad :)

IX. Zapytajmy:
Czy V(-Cqg —> Cr,wy) =17
Odpowiedz: nie, bo V(Cq v Cr, wy) = 0.

Przy okazji: przyktady VI i VIll pokazujg, ze nie jest tak, iz tezg rachunku
KDE4 jest dowolna formuta o postaci C(Av B) > CAv CB'!



X. Zapytajmy:
Czy V(CCp, wy) =17
Odpowiedz: tak, bo tezg rachunku KDE4 jest kazda formuta postaci:
CA -5 CCA

a wiec takze formuta:

Cp — CCp.
Jesli tak, to formuta Cp — CCp jest prawdziwa w rozwazanym modelu
M, skad wnosimy, ze jest ona prawdziwa w kazdym swiecie tego
modelu — a wiec takze w ,naszym” swiecie wy. Skoro jednak mielismy
(por. przyktad I) V(Cp, wp) = 1, to mamy rowniez V(CCp, wy) = 1.



Xl. Zapytajmy:
Czy V(P—q, wp) =17
Odpowiedz: tak, bo V(Cq, wp) = 0, czyli V(—Cq, wy) = 1. Tezg rachunku
KDE4 jest kazda formuta postaci:
—CA - P-A

czyli takze formuta:
—Cq —» P—q.

Tak wiec skoro mamy V(—Cq, wp) = 1, to mamy tez V(P—q, wp) = 1.

Xll. Zapytajmy:
Czy V(P—r, wp) =17

Odpowiedz: tak, bo V(Cr, wp) = 0, a dalej rozumujemy analogicznie jak w
poprzednim przypadku.




Xlll. Zapytajmy:
Czy V(C—-Cq, wp) =17

Odpowiedz: tak, bo mamy V(Cq, wy) =0, czyli V(-Cq, wy) =1, a tezg
rachunku KDE4 jest kazda formuta postaci:

XIV. Zapytajmy:
Czy V(C—Cr, wp) =17
Odpowiedz: tak, bo mamy V(Cr, wp) = 0.

XV. Zapytajmy:
Czy (C(—(p A —p)), wo) =17
Odpowiedz: tak, bo w rachunku KDE4 obowigzuje RG.




XVI. Zapytajmy:
Czy IC((pbv q) A (pv ), wo) =17
Odpowiedz: tak, bo tezg rachunku KDE4 jest kazda formuta postaci:
(") CAACBvVvC)->C(AvB)Aa(Av Q)
czyli takze formuta:

") CpnrClgvn—>Clpvag)r(pvr))
a mamy juz V(Cp, wp) =1 (por. przyktad ) oraz V(C(q v r), wy) = 1
(zob. przyktad VI).

Gdybysmy jednak nie wiedzieli/nie pamietali, ze formuty postaci (!)
sg tezami rachunku KDE4, odpowiedzi na zadane pytanie mozemy
szukac budujgc tabele analityczng dla formuty (I*) lub — co na jedno
wychodzi - sprawdzajgc metodg tabel analitycznych, czy formuta:

Cllovg)a(pvr)
wynika na gruncie rachunku KDE4 ze zbioru formut:

{Cp, C(q v n)}.




Tabela 1.
—(CoAC(gvr—>C((pvag)a(pvr)),0
CorC(gvn),O0

—-Cl(pvag)n(pvn),0
Cp, 0
Cgvn),0

P=((pvag)An(pvn),0
OR1

—((pvg)Ar(pvrn)), 1

—(p v q),1 —(p v )1
—p, 1 —p, 1
—q, 1 -, 1



Tabela 2.
Cp, 0
C(gvr),O0
—Cllpvag)a(pvrn),0
0

P—((ov g)A(pvn),
OR1

—((ovag)a(pvr)),l

/\

—|(pVCI),1 —.(pvr),l
—p, 1 —p, 1
—q, 1 —r, 1

p, 1 p, 1



Podsumujmy, czego udato nam sie jak dotagd dowiedzie¢ o podmiocie

epistemicznym a:

a jest calkowicie
przekonany, ze:

nie jest tak, ze a jest calkowicie
przekonany, ze:

a mysli, ze jest
mozliwe, ze:

p q q
qvr r r
p—>qvr —q
(Pvag)a(pvr) —r
—(p A —p)
Cp
—Cq
—Cr

Przypomnijmy, ze p : ‘Jan jest logikiem’, q : ‘Jan jest psychastenikiem”,
a r: ‘Jan jest paranoikiem’.




Nasza analiza doprowadzita do scharakteryzowanie pewnych
nastawien sadzeniowych (propositional attitudes) podmiotu a. Sciélej
rzecz biorgc, przypisalismy podmiotowi a te nastawienia, zaktadajgc, ze
KDE4 jest ,wlasciwg” logikg catkowitych przekonan.

Przypisujgc podmiotowi a nastawienia sgdzeniowe wobec zdan/
sgqdow (1) — (3) oraz pewnych zdan/sgdow z nich zbudowanych,
opieralismy sie na informacji wyjsciowej dotyczacej tego, jakg postac
majq ,alternatywy epistemiczne” rozwazane/ dopuszczane przez
podmiot a. Informacja ta nie dotyczyta natomiast tego, jakie sg
nastawienia sgdzeniowe podmiotu a wobec zdan/ sgdow (1) — (3) oraz
odpowiednich zdan/sgdow z nich utworzonych.

Zauwazmy na koniec, ze logike KDE4 - podobnie jak inne logiki
epistemiczne — mozna rowniez stosowac na inne sposoby. Przedstawie
tutaj jeden z nich.



Przypusémy, ze mamy informacje odnosnie tego, ze rozwazany
podmiot a jest catkowicie przekonany co do (sgdow) A4, ..., A,. Pytania,
ktore sobie stawiamy, dotyczg tego, czy podmiot a jest rowniez
catkowicie przekonany, ze By, ..., B i/ lub czy podmiot mysli, ze jest
mozliwe, ze D, ..., Dp,. Szukajgc odpowiedzi, zaktadamy, ze KDE4 jest
,wiasciwg logikg przekonan” i stawiamy pytania typu:

Czy formuta CB; wynika na gruncie logiki KDE4 ze zbioru
formut {CA,, ..., CA,} ?

Czy formuta PD; wynika na gruncie logiki KDE4 ze zbioru
formut {CA,, ..., CA,} ?

gdzie 1 < i< k, m; rozwazamy rzecz jasna formuty jezyka rachunku
KDE4 reprezentujgce odpowiednie sady.

Odpowiedzi poszukujemy stosujgc np. metode tabel analitycznych
dla KDE4.




Semantyczne uzasadnienie przyjetego sposobu postepowania jest
nastepujace: wynikanie na gruncie rachunku KDE4 gwarantuje
Jransmisje prawdziwosci” formut wzgledem dowolnego swiata
dowolnego modelu — a zatem réwniez z uwagi na swiat wy
reprezentujgcy ,nasz swiat”.

Zilustrujmy rzecz przyktadem.
Przypuscmy, ze podmiot a jest catkowicie przekonany, ze:
p . ‘Szef jest idiotg’.
p — q : ‘Jesli szef jest idiotg, to stanowie dla niego zagrozenie'.
q — r: ‘Jesli stanowie zagrozenie dla szefa, to szef predzej czy
pozniej zwolni mnie z pracy'.
Czy w tej sytuacji podmiot a jest rowniez catkowicie przekonany, ze
szef predzej czy pozniej zwolni go z pracy ?
Zatem:

Czy jest tak, ze {Cp, C(p — q), C(q — )} Expes Cr?



Budujemy tabele analityczng':

Cp, 0
Clp—q),0
Clg—n),0
—Cr, 0
P—r, 0
OR1
=, 1
q—orl
T~
—q, 1 r, 1
p—q,l
/\
—p, 1 q, 1
p, 1

' Chyba ze pamietamy, iz Cp A (C(p - q) ~ C(q = r)) > Cr jest teza logiki KDE4.



Tabela jest zamknieta, tak wiec mozemy przypisac podmiotowi a
catkowite przekonanie, ze szef predzej czy pozniej zwolni go/ jg z
pracy.

Czy podmiot a faktycznie zywi takie przekonanie, czy tez raczej jest
zobowigzany, aby je zywic (is committed to believe) — to sprawa
odrebna.

Wiecej na ten temat — na wyktadzie.




