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1. Wynikanie logiczne - intuicje



Wynikanie logiczne
Intuicja lezgca u podstaw definicji tego pojecia jest nastepujgca:
zdanie A wynika [logicznie] ze zbioru zdan X doktadnie wtedy, gdy nie

moze byc¢ tak, ze wszystkie zdania ze zbioru X sg prawdziwe, a zdanie
A nie jest prawdziwe.

Warunek typu ,nie moze byc tak, ze” jest oczywiscie silniejszy od
warunku typu ,nie jest tak, ze”.

W przypadku wynikania logicznego mamy do czynienia z efektem
Jransmisji prawdziwosci” (fransmission of truth). Méwigc ogolnie, spro-
wadza sie on do: ,jesli tylko wszystkie zdania w X sg prawdziwe, to
zdanie A musi byc prawdziwe”.

Ale: definiujgc wynikanie [logiczne] A z X, nie zaktadamy, ze X skfa-
da sie z prawd!

Nie zaktadamy tez, ze X i A sg obiektami (odpowiednio: zbiorem
przestanek i wnioskiem) czyjegos wnioskowania.



Rozwazmy:
Kazda abra jest kadabrg.
Kazda kadabra jest memena,.

Kazda abra Jest memena.

Otoz nie moze byc tak, ze obie przestanki sg prawdziwe, a wniosek
nie jest prawdziwy — przy czym zupetnie nieistotne jest tu, czym sg
abra, kadabra | memena. Innymi stowy: jakkolwiek interpretujemy pre-
dykaty ,jest abrg’, ,jest kadabrg” i ,jest memeng’, nie jest tak, ze prze-
stanki sg prawdziwe, a wniosek prawdziwy nie jest.

SaM VX (S(x) > M(x))
MaP vx (M(x) —> P(x))
SaP VX (S(x) > P(x))




Jesli zwalniajg, to bedg przyjmowac.
Zwalniajg.

Bedg przyjmowac.

Jesli Wisniewski mowi, to kfamie.
Wisniewski mowi.
Wisniewski kfamie.

Jezeli p, to q p—q
P P
q q

[(b—>g)Ap]l—>q



Jesli Wisniewski mowi, to ktamie. p—q
Wisniewski ktamie. q

Wisniewski mowi. p

Jesli padat deszcz, to ulica jest mokra.
Ulica jest mokra.

Padat deszcz.

[(p=>Aagl=p



p—q p—q

[Jesli] jest cztowiek, [to] jest problem. [Jesli] jest cztowiek, [to] jest problem.
[Jesli] nie ma cztowieka, [to] nie ma problemu. [Jesli] nie ma problemu,[to] nie ma cztowieka.

(P @) a) (p = G) = (g = —p)




2. Elementy Klasycznego Rachunku Zdan.
Wynikanie logiczne na gruncie KRZ



Jezyk Klasycznego Rachunku Zdan

Skroty:  zamiast ,Klasyczny Rachunek Zdan” pisze KRZ.

Definicja 1. Do alfabetu jezyka KRZ nalezg nastepujgce znaki, i tylko
one:

P41, P2, P3, ... (zmienne zdaniowe)
() (nawiasy)

Zmiennych zdaniowych jest przeliczalnie nieskonczenie wiele; za-
miast p1, p2, P3, P4, p5s bede (czasami) pisat p, q, r, S, .

Zbior wszystkich zmiennych zdaniowych jezyka KRZ oznacze sym-
bolem VAR.

Definicja 2. Wyrazeniem jezyka KRZ jest kazdy skonczony cigg elemen-
tow alfabetu jezyka KRZ.

Wyrazenia poprawnie zbudowane (,sensowne”) jezyka KRZ to for-
muty tego jezyka.




Jezyk KRZ. Formuty

Definicja 3. Zbiér FORM formut jezyka KRZ jest najmniejszym zbiorem
spetniajgcym nastepujgce warunki.
(i) VAR < FORM,
(ii) jezeli wyrazenie A nalezy do FORM, to wyrazenie majgce
postac —A nalezy do FORM,
(i)  jezeli wyrazenia A, B nalezg do FORM, to wyrazenia majgce
postac: (A — B), (A A B), (Av B), (A< B) rowniez nalezg do
FORM.
Kazdy element zbioru FORM nazywamy formutg jezyka KRZ.

Zamiast formuta KRZ" bede (w obrebie tego wyktadu!) mowit/pisat
Jormuta”.
Uwaga: Litery A, B, C, D wystepujg w tym wyktadzie w nowych rolach.
Poprzednio byty one zmiennymi przebiegajgcymi zbiory. Teraz sg one
metajezykowymi zmiennymi, ktorych wartoSciami sq formuty.
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Jezyk KRZ. Formuty

Przyjmujemy nastepujace zasady pomijania nawiasow w formutach:
(i) wolno poming¢ zewnetrzng pare nawiasow w formule,

(ii) spojniki A 1 v wigzg silniej niz spojniki — 1 ©.

Zta wiadomoSc: nie istnieje algorytm przektadania zdan jezyka natural-
nego na formuty KRZ.

Dobra wiadomosc: Niejednokrotnie trudnosci z dokonaniem przektadu
sg oznakg tego, ze — uzywajgc eufemizmu — przektadane zdanie dale-
kie jest od jasnosci.

Przeczytam kilka podrecznikow lub wystucham wykfadow i rozwigze kilkadzie-
Sigt zadan.

Jezeli ukoncze studia doktoranckie, to bede pracowac naukowo lub zostane
hauczycielem.

Ukoncze studia doktoranckie i bede pracowac naukowo lub zostane nauczy-
cielem zawsze i tylko wtedy, gdy zadowole sie skromnymi dochodami.
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Semantyka KRZ: funkcje prawdziwoSciowe

Niech 1 i 0 bedg wartosciami logicznymi, odpowiednio Prawdg i
Fatszem.

Definicja 4. Pod pojeciem n-argumentowej (n > 1) funkcji prawdziwo-
sciowej rozumiemy funkcje n zmiennych przebiegajqcych zbior{0, 1} i o
wartosciach nalezgcych do zbioru {0, 1}.

Funkcje prawdziwosciowe przyporzagdkowujg zatem n-tkom upo-
rzadkowanym wartosci logicznych wartosci logiczne.

Mowigc scislej, jest tak, gdy n > 1; gdy n = 1, to funkcja prawdziwo-
sciowa przyporzadkowuje wartosciom logicznym wartosci logiczne.
Przyktad: Funkcja f_ : {0, 1} |- {0, 1} okreslona przez réwnosci:

(i) (1)=0,

(i) 1-(0) =1
jest 1-argumentowg funkcjg prawdziwosciowa.

12




Funkcje prawdziwoSciowe

Przyktad: Funkcja f.: {0, 1} x {0, 1} | > {0, 1} okreslona przez rownosci:
(i) f(1,1)=1,
(ii) f.(1,0) =0,
(iii) f.(0,1)=0,
(iv) £.(0,0)=0
jest 2-argumentowg funkcjg prawdziwosciowa.

Funkcje f, mozna tez okresli¢ przy pomocy kazdej z nastepujacych
tabelek:

fl1]0 .
1 1 1
1110 1 0 |0
0 1 0
0/0 0 o o 1o
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Funkcje prawdziwoSciowe
Przyktad: Funkcje £, f,, f, okreslone przez tabelki:
f, 1.0 f, 110 fo 1110
171]0 1 1 1 1 10
o1 1 0O 1|0 o 0 1

sg 2-argumentowymi funkcjami prawdziwosciowymi.

Funkcje f,, ., f,, f, charakteryzujg, kolejno, semantyczne wtasno-
sci spojnikow A, —, v, <. Funkcja f, charakteryzuje semantycznie
spojnik negacji —. | te funkcje mozna okresli¢ przy pomocy tabelki:

f

1
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Semantyka KRZ: wartoSciowania

Definicja 5. Wartos$ciowaniem nazywamy kazdg funkcje
v. FORM |— {0, 1} takag, ze:
(i) dla kazdej zmiennej zdaniowej z. v(z) = 1 albo v(z) = 0;
(ii) v(—A) =1 wiw v(A) = 0;
(iii) V(AAB)=1witwv(A)=1oraz v(B) =1,
(iv) vV(Av B)=1 witw v(A) =1 Ilub v(B) = 1;
(V) V(A —> B)=1witw v(A) =0 /ub v(B) = 1;
(vi) V(A <& B) =1 witw v(A) = v(B).

Komentarz: Gdy warunek z prawej strony rownosci (ii) — (vi) nie jest spetniony, to
wartos¢ odpowiedniej formuty przy wartosciowaniu v wynosi rzecz jasna 0.

Warunek (i) jest redundantny, jako ze wartosciowanie jest funkcjg ze zbioru FORM w
zbidr {0,1}, a VAR < FORM. Jednakze brak redundancji nie zawsze sprzyja jasnosci.

Dane, konkretne wartosciowanie przyporzadkowuje kazdej formule
dokfadnie jedng wartosc logiczna: 0 lub 1.
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Wartosciowania

Whniosek 1. Nie istnieje wartosciowanie, przy ktérym wartosciqg danej
formuty sq zarowno 1, jak i 0.

Jest oczywiste, ze istnieje nieskonczenie wiele wartosciowan.

Dygresja: Czasami obok pojecia wartosciowania wprowadza sie tez osobne po-
jecie wartoSciowania zmiennych. Wartosciowanie zmiennych jest funkcjg przy-
porzadkowujgcg kazdej zmiennej zdaniowej jakgs wartosc logiczng. Jednakze
wartosciowanie rozumiane w sensie definicji 5 rowniez przyporzadkowuje war-
tosci logiczne wszystkim zmiennym zdaniowym, albowiem wartosciowanie
przyporzadkowuje kazdej formule wartos¢ logiczng, a kazda zmienna jest for-
muta.

Dla dociekliwych: Wartosciowaniem zmiennych zdaniowych nazywamy kazdag
funkcje v*: VAR |- {0, 1}. Jest oczywiste, ze kazde wartos$ciowanie zmiennych
zdaniowych mozna rozszerzy¢ do doktadnie jednego wartosciowania formut v,
mianowicie takiego, przy ktorym v(z) = v¥(z) dla kazdej zmiennej zdaniowe;.

Nb. zauwazmy, ze litera ,z” uzyta w definicji 5 i w powyzszym sformutowa-
niu nie jest zmienng zdaniowaq, lecz jest metajezykowg zmienng przebiegajaca
zbior zmiennych zdaniowych.
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Wartosciowania

Zwigzek miedzy zdefiniowanymi wyzej funkcjami prawdziwoscio-
wymi f_, f,, f,, f,, f, a wartosciowaniami jest nastepujacy:

Whniosek 2. Niech v bedzie dowolnym warto$ciowaniem.

(i)

(i)
(iii)
(iv)
(v)

v(=A) = £(v(A)),

V(A A B) = f((V(A), v(B)),
V(A v B) = £(v(A), v(B)),
V(A — B) = ,(v(A), v(B)),
V(A < B) = f(V(A), v(B)).
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Obliczanie wartosci formuty przy wartosSciowaniu

Aby obliczy¢ wartos¢ formuty A przy danym wartosciowaniu v, nie
trzeba znaC wartosci wszystkich zmiennych zdaniowych przy tym war-
tosciowaniu. Wystarczy znac wartosci logiczne przyporzgdkowane
przez v zmiennym wystepujgcym w analizowanej formule A. Jest tak
dlatego, ze zachodzi:

Twierdzenie 1. Niech A bedzie formuta, natomiast v i v* bedg wartoScio-
waniami takimi, ze:
($) dla dowolnej zmiennej zdaniowej z wystepujacej w formule A,
v(z) = v¥2).
Wowczas v(A) = v*(A).

Z twierdzenia 1 wynika, iz wartos¢ formuty przy danym wartosciowaniu nie
zalezy od wartosci (przy tym wartosciowaniu) zmiennych zdaniowych nie wy-
stepujgcych w analizowanej formule: istotne sg tylko wartosci zmiennych wy-
stepujacych w rozwazanej formule.
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Obliczanie wartosci formuty przy wartosSciowaniu

Przyktad: Niech v bedzie wartosciowaniem takim, ze v(p) = 1 oraz v(q)
0. Niech A bedzie formutg p — g A p. Liczymy krok po kroku:

v(ip > g A P)

= f_(v(p), v(q A p)) (bo zachodzi v(A — B) =
= f,(v(p), f.(v(q), v(p))) (bo zachodzi v(A A B) =
=£5(1, £.(0, 1)) (bo v(p) =1iv(q) =
=1f,(1, 0) (bo 7,(0,1) = 0)

=0 (bo 75(1,0) = 0).

To samo mozemy zrobi¢ szybciej, wypisujgc odpowiedni wiersz tabelki

zerojedynkowey:

(V(A) v(B))

Plalgap

Po>GAp

10 O

0
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Tautologie KRZ. Wynikanie logiczne na gruncie KRZ

Definicja 6. Formuta A jest tautologia KRZ wtw dla kazdego wartoscio-
wania v zachodzi v(A) = 1.

Wartosciowan jest nieskonczenie wiele. Jednakze aby sprawdzic, czy
formuta jest tautologig, nie musimy wcale dokonywac¢ nieskonczenie
wielu obliczen. O czym za chwile.

Notacja: Zamiast ,formuta B wynika logicznie na gruncie KRZ z formuty
A” piszemy krotko: A F xrz B.

Definicja 7. (wynikanie logiczne — na gruncie KRZ - formuty z formuty)
A E krz B wtw dla kazdego wartosciowania v zachodzi:
(*) jezeliv(A) =1, to v(B) =1.

Innymi stowy, formuta B wynika logicznie na gruncie KRZ z formuty
A wtedy i tylko wtedy, gdy nie istnieje takie wartosciowanie, przy ktorym
wartoscig formuty A jest prawda, a wartoscig formuty B jest fatsz.

20




Wynikanie logiczne na gruncie KRZ

Twierdzenie 2. A E krz B witw formuta A — B jest tautologig KRZ.

Komentarz: Aby wykazac, ze B wynika logicznie z A, wystarczy zatem
wykazac, ze A — B jest tautologig. Dysponujac metodg stwierdzania
tautologicznosci dysponujemy zarazem metodg wykazywania, ze za-
chodzi wynikanie logiczne formuty z formuty.
Przyktad. Formuta:

(b — q) > (—q > —p)
jest tautologig KRZ (co chwilowo przyjmijmy bez uzasadnienia) zwang prawem
transpozycji. Na mocy twierdzenia 2 mamy:

p— g Fkrz —q = —p
Tak wiec jesli ktos wnioskuje zgodnie ze schematem:

P—>q

to jego wniosek wynika logicznie z przestanki. Zatem wniosek musi byC praw-
dziwy jesli tylko przestanka jest prawdziwa.
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Wynikanie logiczne na gruncie KRZ

Rozwazmy teraz wynikanie formuty ze zbioru formut.

Notacja: Zamiast ,formuta B wynika logicznie na gruncie KRZ ze zbioru
formut X piszemy krétko: X k krz B.

Definicja 8. (wynikanie logiczne - na gruncie KRZ — formuty ze zbiory formut)
X | krz B wtw dla kazdego warto$ciowania v zachodzi:
(") jezeli v(A) =1 dla kazdego A € X, to v(B) = 1.

Innymi stowy, formuta B wynika (logicznie na gruncie KRZ) ze zbio-
ru formut X wtedy i tylko wtedy, gdy nie istnieje takie wartosciowanie,
przy ktorym wszystkie formuty w X sg prawda, a B jest fatszem.

Konwencja: Zamiast VA € X (v(A) = 1) piszemy czasami: v(X) = 1. Piszac tak,
mamy na mysli to, ze wszystkie formuty ze zbioru formut X sg prawdziwe przy
wartosciowaniu v. Prosze zapamietac, ze czytanie napisu v(X) = 1 jako ,zbior
X jest prawdziwy przy wartosciowaniu v’ nie ma sensu: tylko pojedyncze for-
muty mogq by¢ prawdziwe czy fatszywe przy wartosciowaniach.
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Wynikanie logiczne na gruncie KRZ

Zbior X moze bycC rowniez zbiorem jednoelementowym, powiedzmy
{A}. Oczywistg konsekwencjg podanych definicji jest:

Whniosek 3. {A} |= KR7 B witw A |= KRZ B.

Wynikanie formuty z formuty moglibysmy zatem zdefiniowac jako
wynikanie formuty z jednoelementowego zbioru formut. Nie zachodzi
jednak zaleznosc¢ odwrotna.

Przyktad: Jest tak, ze {p — q, p} F krz 9. Jednakze ani nie jest tak, ze
p — q Fkrz g, ani nie jest tak, ze p F krz Q.
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Wynikanie logiczne na gruncie KRZ
Notacja: Zamiast A1 A (Aa A ... (A1 A Ap)...)) piszemy At AA A .. AA.

Twierdzenie 3. {A4, Ao, ..., Ay} E krz B wiw
formuta A1 A Ax A ... A A, — B jest tautologig KRZ.

Tak wiec aby wykazac, ze formuta B wynika logicznie ze zbioru
formut utworzonego z formut A4, A,, ..., A,, wystarczy pokazac, ze for-

muta A1 A Ax A ... A A, > B jest tautologig KRZ. Z drugiej strony, tauto-
logie podpadajgce pod schemat A; A A A ... A A, — B niosg informacje
o wynikaniu formuty B ze zbioru formut {A4, A, ..., AL}

Przyktad:
A; A, B

P—>q)Ap—>q
Zatem {p — q, p} Fxrz q.
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Wynikanie a tautologicznoSc i spetnialno$c

Zagadnienie wynikania na gruncie KRZ redukuje sie zatem do za-
gadnienia tautologicznosci odpowiedniej formuty (jezyka KRZ).

Dygresja: Oba powyzsze zagadnienia mozna z kolei zredukowac do za-
gadnienia spetnialnosci.

Definicja 9: Formute A nazywamy spetnialng witw istnieje [co najmniej
jedno] wartosciowanie v takie, ze v(A) = 1.

Zbior formut X nazywamy spetnialnym witw istnieje wartoSciowanie v
takie, ze v(A) =1 dla kazdego A € X.

Whniosek 4: Formufa A jest tautologiq wtw formufa postaci —A nie jest
spetnialna.

Twierdzenie 4. Nastepujgce warunki sg rownowazne:
(i) {A4, Ao, ..., An} Ekrz B,
(ii) formuta postaci A1 A Az A ... A A, — B jest tautologiq KRZ,
(iii) zbior formut {A4, A,, ..., A,, =B} nie jest spetnialny,
(iv) formuta A1 A Az A ... A Ay A =B nie jest spetnialna.
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Na tym wyktadzie bedziemy jednak redukowac zagadnienie wynikania
logicznego na gruncie KRZ do zagadnienia tautologicznosci w sensie
KRZ. Przypomnijmy:

Definicja 6. Formufa A jest tautologig KRZ wtw dla kazdego wartoscio-
wania v zachodzi v(A) = 1.

Wartosciowan jest nieskonczenie wiele. Jednakze aby sprawdzi¢, czy formuta
jest tautologig, nie musimy wcale dokonywac nieskonczenie wielu obliczen.

Niech A bedzie formutg, w ktérej wystepuje doktadnie n réznych
miedzy sobg zmiennych zdaniowych. Oznaczmy je symbolami z4, z,, ...,
z,. Ogot wartosciowan mozemy podzieliCc na dwie klasy: do pierwszej
nalezg te, przy ktorych wartoscig zmiennej z¢ jest 1, do drugiej te, przy
ktorych wartoscig z; jest 0. Ogot wartosciowan z pierwszej klasy mo-
zemy dalej podzieliC z uwagi na wartosS¢ zmiennej z,, i podobnie dla
wartosciowan z drugiej klasy. Kontynuujac postepowanie wzgledem ko-
lejnych zmiennych z, ..., z,, otrzymamy w efekcie 2" roznych klas war-
tosciowan.
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Tautologie KRZ. Metoda zerojedynkowa

Teraz wybieramy doktadnie jedno wartosciowanie z kazdej wyroz-
nionej klasy i badamy, jaka jest wartos¢ formuty przy tym wartosciowa-
niu. Gdy w kazdym rozwazanym przypadku otrzymamy wartosc¢ 1, for-
muta jest tautologig. Tak wiec aby wykazac, ze formuta o n zmiennych
jest tautologia, wystarczy dokonac 2" sprawdzen.

Znane Panstwu tabelki zerojedynkowe stuzg wtasnie do mechani-
zacji rozumowania powyzszego typu.

PIAdp—>ql(p>g)Ap(P>q)Ap—>(q
101 1 1 1
10 0 0 1
01| 1 0 1
0/0| 1 0 1
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Tautologie KRZ. Metoda zerojedynkowa

1

0

1
0

1
1

0|1

00
1

plagirip=>qgori(p>9A(@=2nNp>rip=>g9)A(@—=>nN—>((P—>r)

1
1
1
1

0

01

001
000
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Tautologie KRZ. Metoda skrocona

Budowanie tabelki zerojedynkowej moze by¢, mowigc eufemistycz-
nie, zmudnym zajeciem. Zwykle — chociaz nie zawsze — lepiej jest sko-
rzystacC z rozumowania nie wprost.

Istota rozumowania polega tu na tym, ze zaktadamy, iz istnieje war-
tosciowanie v, przy ktorym analizowana formuta A ma wartosc¢ 0, tj.
v(A) = 0. Gdy takie zatozenie doprowadzi nas do sprzecznosci, wnosi-
my stad, ze A jest tautologia. Rozumowanie prowadzimy w metajezyku
| korzystamy w nim z definicji pojecia wartosciowania, wniosku 2 oraz
definicji odpowiednich funkcji prawdziwosciowych.
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Tautologie KRZ. Metoda skrocona

Przyktad: Zaktadamy, ze istnieje wartosciowanie v takie, ze:
vile—>q)Arp—q)=0.

1. v jest wartosciowaniem
2viip—>q9)Ap—>q)=0
3 vip—>qg)Ap)=1
4.v(q) =

5.vip—>q)=1

6. v(p) =1

7.v(q) =1

8.

Vv nie jest wartosciowaniem

(zatozenie)
(zatozenie)
(z (2))

(z(2)
(z (3)
(z (3)
(z (5)1(6))
(z(7)i(4))

)
)
)

sprzecznosc (1) i (8) !l Zatem dla kazdego wartosciowania v mamy:
v((p > q) A p = q) = 1. Analizowana formuta jest tautologia.
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Tautologie KRZ. Metoda skrocona

Przyktad: Zaktadamy, ze istnieje wartosciowanie v takie, ze:
v((p <> q) > (p—>q))=0.

1. v jest wartosciowaniem (zatozenie)
2.vilip<q) > (pP—>9q)=0 (zatozenie)
3.vipeq)=1 (z(2))
4.vip—>q)=0 (z(2)
5. v(p) =1 (z (4)
6.v(q)=0 (z (4)
l.vip>q)=0 (z(5)1(6))
8. v nie jest wartosciowaniem  (z(7)i(4))

sprzecznosc (1) i (8) !l Zatem analizowana formuta jest tautologia.
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Tautologie KRZ. Metoda skrocona
Przyktad: Zaktadamy, ze istnieje warto$ciowanie v takie, ze:
viovqg—(=p—q))=0.
1. v jest wartosciowaniem (zatozenie)
2.vipvg—>(—p—>q)=0 (zatozenie)
3v(=p—>q)=0 (z(2)
4.v(p)=0 (z@)
5.v(q)=0 (z(3)
(

71.v(p)=1(@z(@6) 72.v(q)=1(z(6)
8.1. v nie jest wartosciowaniem 8.2. v nie jest wartosciowaniem

Na obu gateziach otrzymalismy sprzecznosc. Formuta jest tautologia.
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Tautologie KRZ. Metoda skrocona

Przyktad: Zaktadamy, ze istnieje warto$ciowanie v takie, ze:
viovg—p)=0.
1. v jest wartosciowaniem (zatozenie)
2.v(p v qg— p)=0 (zatozenie)
3.vip)=0 (z(2)
4.vipvq)=1 (z(2)

PN

51.v(p)=1 (z(4)) 52.v(q) =1 (z(4)
6.1. v nie jest wartosciowaniem (z (5.1)i (3))

Nie jest tak, ze na kazdej gatezi otrzymaliSmy sprzecznosc¢. Formuta nie jest
tautologia.

Niejako przy okazji ustalilismy, ze analizowana formuta przyjmuje wartosc¢ 0
przy kazdym wartosciowaniu v takim, ze v(p) = 0i v(q) = 1.
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Wynikanie logiczne na gruncie KRZ

Wszystkie tautologie KRZ, w ktorych implikacja — jest spojnikiem gtow-
nym, niosg informacje o wynikaniu logicznym nastepnika z poprzednika. Oto
lista wybranych tautologii tego rodzaju; w nawiasach podaje ich nazwy.

pAqg—o>P (prawo symplifikacii)
p—>pvq (prawo addyciji)

—p > P (prawa podwajnej negacji)
P —>—p

(bAqg—>r)—>(p—(g—>r) (prawo eksportacii)
(p—>(q—>n)—(pbAqg—r) (prawo importacii)
pPA—=P—Q (prawo Dunsa Scotusa)
(P> Ap—>>q (modus ponendo ponens)
(p—> Q9 A—=q—>—p (modus tollendo tollens)
(pvag A—p—oq (modus tollendo ponens)
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Wynikanie logiczne na gruncie KRZ

Kazda z podanych nizej formut jest tautologig podpadajgcg pod sche-
mat: A1 A A, > B:

P> A(@>rN—>(pP—>1r) (prawo sylogizmu hipotetycznego)

pPpo>9A(p>rN—>(pP—>o>qgAr) (prawo mnozenia nastepnikow)

pPpo>NA(@>nN->(pPvg-or) (prawo dodawania poprzednikéw)
Zatem:

p—>q qg->r} krzp—>r
p—>aq.p>r}rzp—>qnr
pb=>rnq—-r}krzpvg—or
Uwaga: Tautologie te podpadajg tez pod schemat A —» B. Zatem mamy

rowniez (o = q) A (@ = ) Ekrz p = r, i podobnie w pozostatych przy-
padkach.
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Uwaga koncowa, oparta na przyktadzie: Poniewaz formuta p — r wynika lo-
gicznie (na gruncie KRZ) ze zbioru formut {p —» q, g — r}, to wniosko-
wanie przebiegajgce wedle schematu:

p—4q
q—or

p—r

ma te wlasnosc, ze jesli obie jego przestanki sg prawdziwe, to wniosek
musi byC prawdziwy. Innymi stowy, mamy tutaj gwarancje przechodze-
nia od prawdy do prawdy. Jest to jedyna gwarancja dostarczana przez
KRZ — sama logika nie dostarcza gwarancji prawdziwosci przes’ranek1,
a zatem rowniez gwarancji prawdziwosci wniosku.

Niby to oczywiste, ale nie zaszkodzi powtorzyc :)

' Z wyjatkami, o ktérych na wyktadzie.

37



Literatura:

Chociaz ten wyktad dotyczyt spraw podstawowych, sg one (co moze Pan-
stwa zdziwi€) roznie przedstawiane w réznych podrecznikach. Ujecia te sg
jednak rownowazne.

W szczegolnosci, pojecie wartosciowania w kontekscie KRZ rozumie sie
czasami odmiennie niz na tym wykladzie: za wartosciowania uwaza sie nie-
skonczone ciggi wartosci logicznych 0, 1. Wtedy trzeba jednak wprowadzi¢
funkcje dwuargumentowe, przyporzadkowujgce formutom i wartosciowaniom
wartosci logiczne. Przykiad takiego podejscia znajdg Panstwo w (obowigzuja-
cym w Wielkopolsce i na ziemiach przylegtych) podreczniku [1].

W anglojezycznej literaturze przedmiotu przyporzadkowanie wartosci lo-
gicznych zmiennym zdaniowym okresla sie czasami terminem assignment lub
interpretation. Termin interpretation bywa tez uzywany na oznaczenie tego, co
nazwalismy tutaj wartosciowaniem (ang. valuation). Ttumacze na jezyk polski
przyjmujg réznorodne konwencje terminologiczne.
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a ponadto praktycznie kazdy w miare zaawansowany podrecz-
nik logiki.
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