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Wstep

Dysponujac modalna logika epistemiczng charakteryzujaca pojecie wiedzy (know-
ledge) oraz modalng logika doksastyczna charakteryzujaca pojecie przekonania
(belief), mozemy budowa¢ bimodalng logike epistemiczng charakteryzujaca oba
te pojecia i taczace je zwiazki. W logice tego rodzaju wystepuja zwykle specyficzne
aksjomaty i reguly dotyczace modalnego operatora wiedzy, K; osobne aksjomaty
i reguly odnoszace si¢ do modalnego operatora przekonania, B, oraz aksjomaty
pomostowe, w ktérych wystepuja oba te operatory. Jako aksjomaty pomostowe
najczeéciej uzywane sg nastgpujace formuly:
(KB1) Kp — Bp  (,jesli wiem, ze p, to jestem przekonany, ze p”)
(KB2) Bp — KBp (,jesli jestem przekonany, ze p, to wiem, ze jestem prze-
konany, ze p”)
(KB3) Bp — BKp (,jesli jestem przekonany, ze p, to jestem przekonany,
ze wiem, ze p”)
przy czym nie wszystkie z nich musza wystgpowa¢ facznie. Celem tego tekstu jest
przedstawienie pewnych nieintuicyjnych — i w tym sensie paradoksalnych — na-
stgpstw przyjmowania powyzszych aksjomatéw pomostowych. Niektére, ale nie
wszystkie, z tych nast¢pstw sg od dawna znane.

1. Aksjomat KBI

Rozwazmy zdaniowa bimodalng logike epistemiczng, L, w jezyku ktdrej wyste-
puja operatory wiedzy, K, oraz przekonania, B. Pojecie formuly jezyka logiki L
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okreslamy standardowo; symboli =, —, <>, A, V uzywamy odpowiednio jako
znakdéw negacji, implikacji, réwnowaznosci, koniunkdji i alternatywy, natomiast
P> g ... to zmienne zdaniowe. Greckie litery ¢, @, ¥ to metajgzykowe zmienne
przebiegajace zbidr formut.

Zatézmy, ze logika L jest nadbudowana nad klasycznym rachunkiem zdan
(dalej: KRZ) oraz ze jej pierwotnymi regutami inferencyjnymi sa co najmniej
reguta odrywania RO oraz reguta podstawiania RP. Aksjomatem rachunkowo-
zdaniowym logiki Z jest dowolna formuta jezyka tej logiki, ktéra mozna otrzyma¢
z jakiej$ tezy KRZ poprzez konsekwentne zastapienie zmiennych zdaniowych
formutami jezyka logiki L.

Powyisze ogdlne zatozenia dotycza catosci niniejszego szkicu.

1.1. Paradoks doskonatosci Erzekonqﬁ
(paradox of the perfect believer)

Przypusémy, ze wérdd tez logiki L znajduja si¢ formuly:
(54 ~Kp — K-Kp
(Dy) Bp — =Bp
(KB1) Kp— By

Formuta 5, to epistemiczny odpowiednik (dla operatora wiedzy) modalnej
formuty 5, majacej postaé:

ﬂD]) - Dﬂlﬂp.

Formuta 5, wyraza wlasno$¢ negatywnej introspekgji: jedli nie jest tak, ze
podmiot wie, ze p, to podmiot wie, ze nie jest tak, ze wie, ze p. Méwiac ogélnie:
jesli czego$ nie wiem, to wiem, ze tego nie wiem. Formuta D, to odpowiednik
(dla operatora przekonarl) modalnej formuty D, majacej postaé:

I]P —> —|I:|—|]).

Formute D, mozna interpretowac jako naktadajacg swoisty warunek nie-
sprzecznosci na zbidr przekonan: jesli podmiot jest przekonany, ze p, to nie jest
tak, ze podmiot jest przekonany, ze —p. Sens intuicyjny formuly KBI to: jesli
podmiot wie, ze p, to podmiot jest przekonany, ze p. Innymi stowy, aby co$ byto
wiedza, musi by¢ réwniez przekonaniem.

Gdy powyzsze warunki sg spetnione, teza logiki L jest nast¢pujaca formuta
(fakt ten jest dobrze znany; por. Gochet i Gribomont, 2006, s. 114):

(I) BKp — Kp
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A oto jej dowdd. Napis ARZ, wystepujacy w informacji dowodowej, wskazuje,

ze rozwazana formula jest aksjomatem rachunkowozdaniowym.

1. Kp — Bp (KBI1)

2. K-Kp — B-Kp (1RP:p/-Kp)

3. Bp — ~B-p (D,

4. (Bp — —~B~p) — (B~p — -Bp) (ARZ)

5. B-p — =Bp (4, 3 RO)

6. B-Kp — ~BKp (5RP: p/Kp)

7. ~Kp — K-Kp (5,

8. («Kp — K-Kp) — ((K-Kp — B-Kp) — (-Kp — B-Kp)) (ARZ)

9. (K~Kp — B-Kp) — (-Kp — B-~Kp) (8,7 RO)
10. -Kp — B-Kp 9,2 RO)
11. (-Kp — B-Kp) — ((B~Kp — -BKp) — (BKp — Kp)) (ARZ)

12. (B~Kp — ~BKp) — (BK» — Kp) (11, 10 RO)
13. BKp — Kp (12, 6 RO)

Sens intuicyjny formuly (I) jest nast¢pujacy: ,jesli podmiot jest przekonany, ze
wie, ze p, to podmiot wie, ze p”. Jest to nieco paradoksalne, stad tez w literaturze
przedmiotu formule (I) uwaza si¢ za wyrazajaca paradox of the perfect believer; bede
go dalej okresla¢ mianem paradoksu doskonalosci przekonas.

1.2. Paradoks epistemicznej niedostgpnosci fatszu

Gdy dodatkowo przyjmiemy, iz w logice L obowigzuje formuta bedaca epistemicz-
nym odpowiednikiem modalnej formuty T (majacej posta¢ Op — p), tj. formuta:
(T) Kp— p
w konsekwencji otrzymamy tez¢ jeszcze bardziej paradoksalna:
(1) BKp — p

Formuta (I) glosi: ,jesli podmiot jest przekonany, ze wie, iz zachodzi p, to
p zachodzi™. Wynika stad, ze nie mozna by¢ przekonanym o tym, iz wiemy, ze
p woweczas, gdy p nie zachodzi (one cannot believe to know a false proposition).

! Przyktadowo: Jesli Euzebiusz jest przekonany, ze wie, ze Eulalia go zdradza, to Eulalia go
zdradza. Tak wicc Euzebiusz nie moze by¢ przekonany, ze wie, iz Eulalia go zdradza, gdy Eulalia
go nie zdradza. Jak wiadomo, w zyciu bywa inaczej.
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Nazwiemy to paradoksem epistemicznej niedostepnosci falszu. Paradoks ten jest
znany. Prosty dowdd formuly (II) przebiega nastgpujaco:

1. BKp — Kp (formuta I)
2 Kp— ) (T,
3.BKp — p (1,2 RSH)

W powyzszym dowodzie zostala uzyta wtdrna regutfa inferencyjna RSH,
majaca postac:
0—=d 0>y 0oy
Podobnie bedziemy postgpowaé dalej. Jest oczywiste, ze kazde uzycie reguty

RSH mozna wyeliminowa¢, korzystajac z odpowiedniego podstawienia prawa
sylogizmu hipotetycznego i dwukrotnie stosujac regute odrywania.

1.3. Strategie obrony

Istnieje kilka strategii obrony przed koniecznoscia uznania wskazanych wyzej
paradoksalnych stwierdzen.

Strategia najdalej idaca polega na zakwestionowaniu zaltozenia, iz bimodal-
na logika epistemiczna powinna by¢ nadbudowana nad KRZ, i przyjeciu jako
jej bazy jakiej$ stabszej logiki nieklasycznej. Jak pokazuja przedstawione wyzej
dowody formut (I) i (II), teza takiej logiki nie powinno by¢ co najmniej jedno
z nastepujacych praw KRZ:

p— -9 —(q—-p
p—=q9—(g—>1—>p—0)

Poniewaz jednak formuly (I) czy (II) mozna udowodni¢ korzystajac z réznych
zestaw6w aksjomatéw rachunkowozdaniowych, gleboko$¢ wymaganej ingerencji
w KRZ jest trudna do oszacowania.

Kolejna mozliwa strategia to ograniczenie zasiggu stosowania reguty podsta-
wiania: wystarczy przyjaé, ze podstawianie formut zmodalizowanych za zmienne
zdaniowe wystgpujace w zasiggu operatoréw modalnych jest niedopuszczalne
(w wersji minimalistycznej ograniczenie to dotyczy tylko formuly KB1). Stra-
tegia taka byta juz stosowana. Zauwazmy, ze jej zastosowanie jest réwnoznaczne
z uznaniem, ze preferowana bimodalna zdaniowa logika epistemiczna jest logika
substrukturalna.

Najczesciej stosowana strategia polega na kwestionowaniu specyficznych
przestanek modalnych dowodéw formut (I) i (II). W naszym przypadku sa
nimi, oprécz formuly KB1, formuly D, 5, oraz T,. Formuta T  wyraza jednak
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podstawowa wlasnos¢ klasycznie rozumianego operatora wiedzy i jej odrzucenie
sprawia, ze przestajemy mowic o tak rozumianej wiedzy. (Mdéwiac o odrzuceniu
formuly, nie mamy tu — i dalej — na mysli uznania tej formuly za fatszywa, lecz
wykluczenie rozwazanej formuly ze zbioru tez preferowanej logiki). Formuly
D, i 5, wyrazaja odpowiednio niesprzecznos¢ zbioru przekonar oraz wlasnosé
negatywnej introspekcji operatora wiedzy. W literaturze przedmiotu optowano
niekiedy za rozwiazaniem polegajacym na odrzuceniu formuty D, (por. Gochet
i Gribomont, 2006, s. 115-116). Najczesciej spotykana opcja jest jednak odrzu-
cenie formuly 5,. Jak wiadomo, istnieje wiele argumentéw prowadzacych do
zakwestionowania epistemicznej zasady negatywnej introspekgji oraz wiele logik
wiedzy, w ktérych formuta 5, nie jest teza. Wyprowadzalnos¢ paradoksalnych
stwierdzen (I) i (II) na podstawie formuly 5, uwaza si¢ za dodatkowy argument
na rzecz koniecznosci odrzucenia zasady negatywnej introspekcji.

1.4. Nie ?l”(o zasada negatywnej introspekeji:
rola formuty Brouwera

Formute (II), wyrazajaca paradoks epistemicznej niedostepnosci fatszu, mozna
jednak wyprowadzi¢ nie korzystajac z formuty 5,. W szczegdlnosci, formuta (II)
posiada dowdd, w keérym zamiast formuly 5, wykorzystujemy istotnie stabsza
formute:

(BK*) _'P — K_|K])

aksjomat KB1 oraz formule D ,, nie korzystamy w nim natomiast z formuly T ,.
Oto ten dowdd:

1. -p — K~Kp (B
2.Kp— B (KB1)

3. K-Kp — B-Kp (2RP:p/-Kp)
4. -p — B-Kp (1, 3 RSH)
5. (=p — B-Kp) — (-B-Kp — p) (ARZ)

6. -B-Kp — p (5,4 RO)
7. Bp — -B-p Dy

8. BKp — ~B-Kp (7 RP: p/ Kp)
9.BKp — p (8, 6 RSH)

Tak wigc aby zapewni¢ niedowodliwos¢ formuty (II), powinni$my réwniez,
ceteris paribus, odrzuci¢ formute B P Glosi ona, iz ,jesli nie jest tak, ze p, to
wiadomo, ze nie jest tak, ze wiadomo, ze p”. Innymi stowy, jesli p jest fatszem, to
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wiadomo, ze fatszem jest to, ze wiadomo, ze p. Powyzsze, wymagajace odrzucenia,
stwierdzenie wydaje si¢ jednak zgodne z intuicjami, jakie taczymy z klasycznym
pojeciem wiedzy. Skoro wiedza, ze p, zaklada prawdziwos¢ tego, ze p, to fatszy-
wos¢ p pociaga wiedzg o tym, ze nie wiemy, ze p.
Formuta B * to w istocie epistemiczny wariant formuty B Brouwera, majacej
postac:
p— 0n0=p

Jej epistemiczny odpowiednik dla operatora wiedzy to formuta:
(BK) p— K—lKﬂ])
Przypusémy, ze w logice L regulg inferencyjna — pierwotna lub wtérna — jest
nastgpujaca regufa ekstensjonalnosci RE :
¢ ¢/ Ko Ko
Korzystajac z niej, mozemy wyprowadzi¢ formute B, * z formuty B, w naste-
pujacy sposéb:?

1. p — K-K-p (B,

2. ~p — K-K-+p (1RP: p/-p)

3. Tp e p (ARZ)

4. K~-p < Kp (3RE,)

5. (K~p < Kp) = (<K~p < ~Kp) (ARZ)

6. ~K-p < -Kp (5,4 RO)

7. K-K~-p <> K-Kp (6RE))

8. (K~Kp <> K-Kp) — (K~K~p — K~Kp) (ARZ)

9. K-K-~p — K~Kp (8,7 RO)
10. -p — K-Kp (2,9 RSH)

Wprowadzmy pewne konwencje umozliwiajace zwigzlg prezentacje uzyski-
wanych wynikéw. Niech:
[ee=,Iv {0}
O = df{KBl> DB’ SK}
¥-,(KBI,D, B,

? Wyprowadzenie formuty B, z formuty B, * nie wymaga stosowania reguly RE, viz.:

1. -p — K-Kp B,
2. ap K—lK—!P (1 RPP/_‘P)
3.p—-p (ARZ)
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Moéwimy, ze formuta @ jest klasycznie wyprowadzalna za zbioru formut I (co
zapisujemy I' [krz ) wéwezas, gdy istnieje co najmniej jedno wyprowadzenie
formuly ¢ ze zbioru formut I'" i ewentualnie zbioru aksjomatéw KRZ, w ktérym
to wyprowadzeniu jedynymi zastosowanymi regutami inferencyjnymi sa reguta
odrywania RO oraz regula podstawiania RP. (Poniewaz RSH jest regutq wtérna,
formula wyprowadzalna za pomoca m.in. tej reguly jest réwniez klasycznie wy-
prowadzalna.) Wykazali§my, iz zachodza;:

Whiosek 1: @ Fwz BKp — Kp

Whiosek 2: ¥ Fiaz BKp — p

Whiosek 3: 98T oz BKp —

Logiki wiedzy i przekonan uzywane w budowie bimodalnych epistemicznych

logik zdaniowych sa zwykle logikami normalnymi. Znaczy to, ze ich tezami sg
epistemiczne i doksastyczne wersje formuty K, tj. formuty:

(K Klp — q) — (Kp — Kg)

(K, B(p — q) — (Bp — Bg)
oraz ze obowiazujg w nich, oprécz regut odrywania i podstawiania, réwniez reguly
Godla dla operatoréw K'i B, tj. reguly:

RG: ¢/ Ko RG,: ¢/ Bo

Paradoks doskonatosci przekonan oraz paradoks epistemicznej niedostgpnosci
falszu powstaja zatem wéwczas, gdy logika wiedzy budowanej bimodalnej logiki
epistemicznej jest S5 (tj. K, T,5,), a logika przekonan jest logika D (tj. K,D ).
Natomiast paradoks epistemicznej niedostgpnosci falszu powstaje takze wéwezas,
gdy logika wiedzy jest — istotnie stabsza od S5 — logika Brouwera B (. K, T,B ),
a logika przekonan jest D°.

1.5. Paradoks wyznawcy

Przypusémy teraz, ze teza logiki L jest nastgpujaca formuta:
(4) Kp— KEp

bedacej epistemicznym odpowiednikiem formuly 4, tj. Op — DOp. Formuta 4,
wyraza wlasno$¢ pozytywnej introspekgji (wiedzy): jesli wiadomo, ze p, to wiado-
mo, ze wiadomo, ze p. Korzystajac z formuly (I), mozemy wyprowadzi¢ formule:

(IIT) BKp — KKp

3 Reguta RE, jest reguta wtérng w logice Brouwera B.
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Istotnie, mamy:

1. BKp — Kp (formuta I)
2. Kp — KKp (4,)
3. BKp — KKp (1,2 RSH)

Formuta (I1I) glosi: ,jesli podmiot jest przekonany, ze wie, ze p, to podmiot
wie, ze wie, ze p”. Innymi stowy, przekonanie o posiadaniu wiedzy na dany temat
jest wiedzg o posiadaniu wiedzy na ten temat.

To, ze podmiot posiada wiedzg czy przekonanie na jakis temat, mozna potrak-
towa¢ jako zdarzenia. Z kolei zaréwno przekonania, jak i wiedz¢ interpretuje sig
czasami w kategoriach prawdopodobieristwa subiektywnego (zob. Lenzen, 2004).
Woweczas ,,podmiot x jest przekonany, ze ¢ znaczy: ,dla podmiotu x prawdo-
podobienstwo subiektywne tego, ze zachodzi (zdarzenie opisywane przez) ¢ jest
wicksze od 1/2”. Z kolei ,,podmiot x wie, ze ¢” znaczy: ,,¢ oraz dla podmiotu
x prawdopodobieristwo subiektywne tego, ze zachodzi (zdarzenie opisywane przez)
¢ jest réwne 1”. Formuta (III) implikuje wéwezas nastgpujace paradoksalne stwier-
dzenie: ,jesli prawdopodobieristwo subiektywne tego, ze wiem, ze p jest wigksze
od 1/2, to prawdopodobieristwo subiektywne tego, ze wiem, ze p jest réwne 17.
Nazwijmy to paradoksem wyznawcy.

Na mocy wniosku 1 otrzymujemy:

Whiosek 4: ® © 4, Fre BKp — KKp

Zatem paradoks wyznawcy pojawia si¢ wowczas, gdy logika wiedzy budowanej
bimodalnej logiki epistemicznej jest S5 (jako ze formuta 4 jest dowodliwa w S5).
Warto jednak zauwazy¢, ze pewien analogon paradoksu wyznawcy pojawia sig
wtedy, gdy jako logike wiedzy wezmiemy zawarte whasciwie w S5 rozszerzenie
logiki Brouwera B*. Przyktadowo, niech logika wiedzy budowanej logiki bimo-
dalnej bedzie logika B rozszerzona o aksjomat:

(4,) KKp — KKKp

Przypusémy dalej, ze reguta inferencyjna — pierwotna lub wtérna — rozwazanej
logiki bimodalnej jest nastgpujaca reguta regularnosci dla operatora B:

RR,: ¢ — ¢/ Bo — Bj

Korzystajac z formuly (I), wyrazajacej paradoks doskonatosci przekonan,
mozemy teraz wyprowadzi¢ nast¢pujaca formule:

(IV) BKKp — KKKp

4 Logikom takim poswigcona jest monografia Zofii Kostrzyckiej (2010).
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Istotnie, mamy:

1. KKp — KKKp (4,)

2. BKKp — BKKKp (1 RR "]

3. BKp — Kp (formuta I)

4. BKKKp — KKKp (3 RP: p/KKp)
5. BKKp — KKKp (4, 1 RSH)

Jesli wiec prawdopodobieristwo subiektywne tego, ze KKp jest wicksze od 1/2,
to prawdopodobienistwo subiektywne tego, ze KKp jest rowne 1.

2. Aksjomaty KB3 i KB1

Rozwazmy teraz aksjomat pomostowy:
(KB3) Bp — BKp

jednoczesnie zaktadajac, ze obowiazuje aksjomat pomostowy KB1 i w konsekwen-
¢ji — zaleznie od postaci dodatkowych zatozen — formuly (I) i/lub (II).

2.1. Paradoks nieomylnosci

Korzystajac z formuly (II) oraz aksjomatu KB3, natychmiast dostajemy paradok-
salng formute:

(V) Bp — p

Istotnie, mamy:

1. Bp — BKp (KB3)
2.BKp —p (formuta II)
3.Bp—p (1,2 RSH)

Formuta (V) glosi, iz ,,gdy podmiot jest przekonany, ze zachodzi p, to p za-
chodzi”. W logice epistemicznej nosi to nazwe paradoksu nieomylnosci (paradox
of infallibility). Jak pokazali$émy wyzej, aby formuta (II) byta teza, wystarczy, aby
tezami byly formuty KB1, D oraz B *. Gdy dodatkowo zatozymy formute KB3,
w konsekwencji pojawia si¢ formuta (V) wyrazajaca paradoks nicomylnosci. Rzecz
jasna bedzie tak rowniez wowczas’, gdy tezami sg formuty KB3, KBI, D, T,
i5,. Zachodza:

> I ten fake jest od dawna znany.



310 ANDRZE] WISNIEWSKI

Whiosck 5: ¥ @ KB3 hiaz Bp—p

Whiosek 6: & ® KB3 @ T Fxwz By — p

Paradoks nieomylnosci powstaje zatem zaréwno wéwczas, gdy logika wiedzy
budowanej bimodalnej logiki epistemicznej jest S5, jak i gdy jest nig logika B —
rzecz jasna zakladajac oba aksjomaty pomostowe, KB1 i KB3, oraz przyjmujac,
ze logika przekonan jest (co najmniej) D.

2.2. Nieodréznialnos¢ przekonah i wiedzy

Korzystajac z formuly (II) oraz z aksjomatéw pomostowych KB1 i KB3, mozna
réwniez wyprowadzi¢ nastepujaca, paradoksalng teze:

(V1) Bp < Kp
gloszaca, ze przekonanie i wiedza s3 nieodréznialne. Rozumujemy nastepujaco:
1. By — BKp (KB3)
2. BKp — BKK» (1RP: p/Kp)
3.BKp —p (formuta II)
4. BKKy — Kp (3 RP: p/Kp)
5. BKp — Kp (2,4 RSH)
6. Bp — Kp (1,5 RSH)
7.Kp — Bp (KB1)
8. (Bp — Kp) — ((Kp — Bp) — (Bp < Kp)) (ARZ)
9. (Kp — Bp) — (Bp <> Kp) (8, 6 RO)
10. Bp > Kp (9,7 RO)

Formute (VI), wyrazajaca nieodréznialno$¢ przekonan i wiedzy, mozna réw-
niez wyprowadzi¢ z aksjomatéw KB3 i KB1 w oparciu o formule (I). Rozumujemy
najpierw tak:

1. By — BKp (KB3)
2. BKp — Kp (formuta I)
3.Bp— Kp (1,2 RSH)

a nastepnie postepujemy tak samo, jak w poprzednio przedstawionym wyprowa-
dzeniu formuly (VI). Zachodza:

Whiosek 7: ¥ & KB3 I_KRZ By Kp
Whiosek 8: & T, © KB3 'krz Bp <> Kp
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Whiosek 9: ® & KB3 I'KRz By~ Kp

Jak pokazujg wnioski 7 i 8, nieodréznialnos¢ przekonan i wiedzy wystepuje
w tych samych okoliczno$ciach, w ktérych mamy do czynienia z paradoksem
nieomylnosci. Z kolei wnioski 7 i 9 pokazuja, ze nieodréznialnos¢ wiedzy i prze-
konan mozna otrzyma¢ niezaleznie od formuty T .

2.3. Paradoks urojeniowosci

Jak dotad rozwazalismy wyprowadzalnos¢ klasyczna. Przypusémy teraz, ze dyspo-
nujemy dodatkows regulg inferencyjng RR, majaca postac:

0— ¢/ Ko— Ko
(RR, to reguta regularnosci dla K). Mozemy wowczas wyprowadzi¢ formute:
(VID) KBp — p

Tre$¢ intuicyjna formuly (VII) mozna wyrazi¢ nastgpujaco: ,jesli wiem, ze
jestem przekonany, ze p, to p zachodzi/jest faktem™. Innymi stowy, wiedza o po-
siadaniu przekonania, ze co$ jest faktem, pociaga za sobg to, ze jest to faktem. Jest
to paradoksalne. Tre$¢ intuicyjng formuty (VII) mozna by zatem okreli¢ mianem
paradoksu urojeniowosci.

Oto wyprowadzenie formuty (VII):

1. By — BKp (KB3)

2. KBp — KBKp (1RR)
3.BKp —p (formuta II)
4. KBKp — Kp (3RR))

5. KBp — Kp (2, 4 RSH)
6. Kp— p (T)
7.KBp — p (5, 6 RSH)

Skorzystalismy z formuty (II). Sytuacja jest analogiczna, gdy — alternatywnie —
uzyjemy formuly (I):

1. Bp — BKp (KB3)
2. KBy — KBKp (1RR)
3.Kp—p (Ty

¢ Przyktadowo: Jesli wiem, ze jestem przekonany, ze jestem Napoleonem, to jestem Napo-
leonem.
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4. KBK» — BKp (3RP:/BKp)
5. KBp — BKp (2, 4 RSH)
6. BKp — Kp (formuta I)
7. KBp — Kp (5, 6 RSH)
8. KBp — p (7, 3 RSH)

Piszac I' I'KRZ, RR; @, mamy na mysli, ze istnieje co najmniej jedno wypro-
wadzenie formuly @ ze zbioru formut I i ewentualnie zbioru aksjomatéw KRZ,
w ktérym to wyprowadzeniu jedynymi zastosowanymi regutami inferencyjnymi
sa reguta odrywania RO, reguta podstawiania RP oraz regufa regularnosci RR .
Biorac pod uwage wnioski 1 i 2, otrzymujemy:

Whiosek 10: ¥ & T @ KB3 Fwz, e, KBp — p

Whiosek 11: @ & T, @ KB3 Fwz, e, KBp — p

Paradoks urojeniowosci powstaje zatem, gdy logika wiedzy budowanej bimo-
dalnej logiki epistemicznej jest czy to S5, czy logika Brouwera B, natomiast logika

przekonan jest (co najmniej) logika D — rzecz jasna zaktadajac oba aksjomaty
pomostowe, KB1 i KB3.

2.4. Wiedza jako mozliwosé posiadania przekonania

Zatézmy, ze w logice L tezami sa:

(

(4

(5,) ~Bp — B-Bp
(4, Kp— KKp
(5*) p = (-Kp — K-Kp)

oraz ze obowiazuja aksjomaty pomostowe KB1 i KB3. Przyjmijmy ponadto, ze
regulg inferencyjng — pierwotng lub wtérng — logiki L jest reguta RR ; regularnosci
ze wzgledu na B:

o — ¢/ Bp— Bd
Woéwczas tezg logiki L jest formuta:

(VIII) p — (=B~Bp < Kp)

Formule postaci ~B-¢ mozemy odczytywaé: ,,dopuszczam, ze @”. Tres¢
intuicyjna formuty (VIII) to: ,jesli p jest faktem, to dopuszczanie, ze jest si¢
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przekonanym, Ze p jest tym samym, co wiedza, ze p”. Wniosek taki trudno uznaé¢
za zgodny z intuicjami.
Oto wyprowadzenie formuty (VIII):

1. Kp — Bp (KB1)

2. K-Kp — B-Kp (1RP:p/-Kp)

3. Bp — ~B-p (D,

4. (Bp — ~B-p) — (B~p — -Bp) (ARZ)

5. B-p — -Bp (4,3 RO)

6. B-Kp — -BKp (5 RP: p/Kp)

7. p— (Kp — K-Kp) (5%

8. (p = (-Kp — K-Kp)) — (p A ~Kp — K-Kp) (ARZ)

9. p N -Kp — K-Kp (8,7 RO)
10. p A ~Kp — B-Kp (9, 2 RSH)
11. p A ~Kp — ~BKp (10,6 RSH)
12. ~Bp — B-Bp (5,

13. -BKp — B-BKp (12RP:p/Kp)
14. p N ~Kp — B-BKp (11,13RSH)
15. Bp — BKp (KB3)
16. (Bp — BKp) — (~BKp — -Bp) (ARZ)

17. ~BKp — -~Bp (
18. B~BKp — B-Bp (
19. p A ~Kp — B-Bp (14,18RSH)
20. (p A =Kp — B-Bp) — (p — (~B-Bp — Kp)) (

21. p — (~B~Bp — Kp) (20, 19 RO)
22. Kp — ~Bp (1,3 RSH)
23. KKp — ~B-~Kp (22RP:p/Kp)
24. (Kp — Bp) — (~Bp — -Kp) (ARZ)

25. ~Bp — -Kp (24, 1 RO)
26. B~Bp — B-Kp (25 RR))
27. (B~Bp — B-Kp) — (~B-~Kp — ~B-Bp) (ARZ)

28. —|B—|I(p — —|B—|Bp (
29. KKp — ~B-Bp (23,28RSH)
30. Kp — KKp (
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31. Kp — ~B-Bp (30,29RSH)
32. (Kp — ~B-Bp) — (p — (Kp — -~B-Bp)) (ARZ)
33.p — (Kp — ~B-Bp) (32,31 RO)
34. (p — (Kp — ~B-Bp)) — ((p — (~B-Bp — Kp)) —

(p = (~B~Bp < Kp))) (ARZ)
35. (p = (~B-~Bp — Kp)) — (p — (-B-Bp < Kp)) (34,33 RO)
36. p — (~B-Bp <> Kp) (35,21 RO)

W powyzszym wyprowadzeniu nie korzystamy ani z formuty B, *, ani z for-
muly 5. Formuta (VIII) jest dowodliwa wowczas, gdy logika wiedzy budowanej
bimodalnej logiki epistemicznej jest S4.4, a logika przekonan jest KD45.

3. Aksjomaty KB2 i KB1

Jak dotad rozwazalismy paradoksalne nastgpstwa przyjecia, ze wiedza i przekona-
nia sa powigzane w sposob wskazywany przez aksjomaty pomostowe KB1 i KB3.
Zobaczmy teraz, co sig stanie, gdy zamiast aksjomatu KB3 przyjmiemy aksjomat
pomostowy KB2. Przypomnijmy, Ze ma on postac:

Bp — KBy
3.1. Paradoks wyznawcy po raz drugi
Nastgpstwa takiego kroku nie bedg tak daleko idace, jak w przypadku aksjomatu

KB3. Jednakze korzystajac z reguly RR,, w oparciu m.in. o formute (II) mozna
wyprowadzi¢ formute:

(IIT) BKp — KKp

nie odwotujac si¢ do formuly 4. Przyktadowo, mozna rozumowac tak:
1. Bp — KBp (KB2)
2.BKp —p (formuta II)
3. KBKp — Kp (2RR))
4. BKp — KBK» (1 RP: p/Kp)
5. BKp — Kp (4, 3 RSH)
6. KBKp — KKp (7RR))
7. BKp — KKp (4, 6 RSH)
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Sytuacja nie ulega zmianie, gdy zamiast formuly (II) uzyjemy formuty (I).

1. Bp — KBp (KB2)

2. BKp — Kp (formuta I)
3. BKp — KBKp (1 RP: p/Kp)
4. KBKy — KKp CRR)
5. BKp — KKp (3, 4 RSH)

Mamy zatem:

Whiosek 10: ¥ & KB2 I_KRZ R BKp — KKp
Whiosek 11: ® & KB2 I'KRZ R, BKp — KKp

Przypomnijmy (por. 1.5), ze formuta (III) implikuje nast¢pujace paradoksalne
stwierdzenie: ,jesli prawdopodobieristwo subiektywne tego, ze wiem, ze p, jest
wigksze od 1/2, to prawdopodobieristwo subiektywne tego, ze wiem, ze p, jest
réwne 17.

Podobny efekt otrzymamy zaktadajac, ze dopuszczalne jest stosowanie reguly
regularnosci RR, dla operatora przekonar B. Zachodza:

Whiosek 12: ¥ & KB2 I'KRZ, RR; BBp — KBp

Istotnie, mamy:

1. Bp — KBp (KB2)

2. BBp — BKBp (2RR)
3.BKp —p (formuta II)
4. BBKp — Bp (3RR))

5. BBp — Bp (2,4 RSH)
6. BBp — KBp (5, 1 RSH)
Whniosek 13: ® © KB2 I'KRZ, RR; BBp — KBp

Oto odpowiednie wyprowadzenie:

1. Bp — KBp (KB2)

2. BBp — BKBp (2RR)

3. BKp — Kp (formuta I)
4. BKBp — KBp (3 RP: p/Bp)
5. BBp — KBp (2, 4 RSH)
Formuta:

(IX) BBp — KBp
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implikuje: ,jesli prawdopodobienistwo subiektywne tego, ze jestem przekonany,
ze p jest wigksze od 1/2, to prawdopodobieristwo subiektywne tego, ze jestem
przekonany, ze p jest réwne 17. I ten wniosek trudno uznaé za zgodny z intuicjami.

3.2. Redukowalnos¢

Odnotujmy, ze wnioski 10 i 11 oraz wnioski 12 i 13 mozna wzmocni¢ do réw-
nowaznosci. W przypadku wnioskéw 10 i 11 rozumujemy tak:

1. BKp — KKp (formuta ITT)
2.Kp— Bp (KB1)

3. KKp — BKp (2 RP: p/Kp)
5. (KKp — BKp) — (BKp > KKp) (4,1 RO)
6. BKp — KKp (5,3 RO)
W przypadku wnioskéw 12 i 13 rozumujemy nast¢pujaco:

1.Kp— Bp (KB1)

2. KBp — BBp (1RP: p/Bp)
3. BBp — KBp (formuta IX)
4. (KBp — BBp) — ((BBp — KBp) — (KBp <> BBp)) (ARZ)

5. (BBp — KBp) — (KBp <> BBp) (4,2 RO)
6. KBp < BBp (5,3 RO)

4. Aksjomaty KB2 i KB3

Aksjomat pomostowy KB1 petnit kluczowa rol¢ w przedstawionych wyzej wy-
prowadzeniach nieintuicyjnych formut (I)-(IX). Aksjomat ten wyraza pewna
podstawowg intuicj¢: wiedza jest rodzajem przekonania. Tradycja filozoficzna
przekazata nam jednak pewne argumenty przeciwko takiemu ujmowaniu relacji
miedzy przekonaniem a wiedza'. Ponadto istniejq bimodalne logiki epistemiczne
odrzucajace aksjomat pomostowy KB1; klasycznym przyktadem jest tu logika
Voorbraka (1991). Rozwazmy zatem na zakoriczenie bimodalng logike episte-

7 Zagadnienie to zostato interesujaco oméwione w rozdziale I monografii Marka Lechniaka

(2011).
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miczng, w ktérej nie jest dowodliwa formuta KB1, natomiast — tak jak w logice
Voorbraka — jej tezami sa formuty:

(KB2) Bp — KBp

(KB3) By — BK»

(TK) Kp—p
a ponadto jej reguly inferencyjng — pierwotna lub wtdrng — jest reguta regularnosci
RR,. W takiej logice teza jest formuta:

(X) BKp <> KBp

wyrazajaca nieodréznialno$é przekonania o posiadaniu wiedzy od wiedzy o po-
siadania przekonania. Oto dowdd formuly (X):

1.Kp—p (T

2. BKp — Bp (IRR)

3. Bp — KBp (KB2)

4. BKp — KBp (2, 3 RSH)

5. KBp — Bp (1 RP: p/Bp)

6. Bp — BKp (KB3)

7. KBp — BKp (5, 6 RSH)

8. (BKp — KBp) — ((KBp — BKp) — (BKp <> KBp)) (ARZ)

9. (KBp — BKp) — (BKp < KBp) (8,4 RO)
10. BKp <> KBp (9, 7 RO)

Zagadnienie intuicyjnosci formuly (X) pozostawiam do rozstrzygnigcia czy-
telnikowi.
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