Andrzej Wisniewski

LOGIKA A ZBIORY SYTUAC]I

1. ,.Situations are just that: situations”. To sformutowanie Keitha Devlina,
autora jednej z najbardziej interesujacych ksiazek poswigconych semantyce
sytuacyjnej, stanowi¢ bedzie motto naszych rozwazan. Chociaz pojecie sytua-
cji bedzie tu petnilo podstawowa role, nie bgdziemy blizej okreslac, czym sa
sytuacje, przyjmujac tylko, ze wéréd sytuacji wystepuja sytuacje rzeczywiste
oraz sytuacje nie bedace rzeczywistymi.\ Pragnac blize; okreSli¢, czym sa
sytuacje, musielibySmy zarazem okresli¢, czym sa sytuacje rzeczywiste. Wypo-
wiadanie sie o strukturze $wiata nie lezy jednak w kompetencjach logiki. Nie
przesadzajgc, czym sa sytuacje, zalozymy tu po prostu istnienie niepustych
zhioréw sytuacji. Na gruncie teorii mnogosci — stanowiacej podstawe naszych
rozwazan — znaczy to, ze istnieje rowniez niepusty zbior sytuacji bedacy suma
wszystkich istniejacych zbioréw sytuacji. Ten ostatni zbior bedziemy dalej
nazywac uniwersum sytuacji. Rozwazac bedziemy jezyki, w ktorych wystepuja
zdania proste, tj. takie, ktorych zadna czg$¢ wlasciwa nie jest zdaniem, oraz
zdania zlozone, powstajace ze zdan prostych za pomoca spojnikow. O zda-
niach prostych zatozymy z kolei, ze kazde z nich odnosi si¢ do pewnego zbioru
sytuacji. Gdy jest to zbior niepusty, to, intuicyjnie rzecz biorac, elementami tego
zbioru sa te wszystkie sytuacje, w ktorych jest tak, jak glosi rozwazane zdanie
proste: w przypadku dowolnego zdania prostego 4 wyrazenie majace postac
.w sytuacji s jest tak, jak glosi zdanie 4 uwazac bedziemy za dostatecznie
zrozumiale. I tak, przykladowo, zdanie:

(1) Andrzej Wisniewski pracuje.

! K Devlin, Logic and Information, Cambridge University Press, Cambridge 1991. Cytat
pochodzi ze strony 70.
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odnosi sie do zbioru tych wszystkich sytuacji, w ktorych jest tak, ze Andrzej
Wisniewski pracuje, natomiast zdanie:

(2) Andrzej Wisniewski lewituje.

odnosi sie do zbioru tych wszystkich sytuacji, w ktdérych jest tak, ze A.W.
lewituje. W zbiorze sytuacji, do ktorych odnosi sie zdanie (1) wystgpuja sytuacije
rzeczywiste, podczas gdy zbior sytuacji, do ktoérych odnosi si¢ zdanie (2) nie
zawiera zadnej sytuacji rzeczywistej.2 Zbior sytuacji, w ktorych jest tak, jak glosi
zdanie:

(3) Stotl jest odwazny.

jest jednak zapewne zbiorem pustym.

Zdaniom prostym sa zatem przyporzadkowane zbiory sytuacji, a nie
pojedyncze sytuacje. Co wiecej, odpowiednie zbiory sytuacji nie musza byc¢ ani
niepuste, ani jednoelementowe. Tak wiec, czymkolwick sa sytuacje, pojecia
sytuacji nie rozumiemy tu w znaczeniu ,,10, co zdanie przedstawia™.

O kazdym zbiorze sytuacji przyporzadkowanym danemu zdaniu prostemu
zakladamy, 7e jest on podzbiorem uniwersum sytuacji. Uniwersum sytuacji
oznaczac bedziemy dalej symbolem U. Wypowiadanie si¢ 0 mocy uniwersum

sytuacji nie lezy w kompetencjach logiki. }

2. Rozwazmy nastgpujace zdanie zlozone:

(4) Andrzej Wisniewski pracuje i Andrzej Wisniewski przebywa w Zielonej
Gorze.

Zastanowmy si¢, czym, intuicyjnie rzecz biorac, jest zbior (wszystkich) sytua-
cji, w ktorych jest tak, jak glosi zdanie (4). Na pierwszy rzut oka mozna by
sadzi¢, 7e zbior ten nalezaloby okres$li¢ jako zbior wszystkich sytuacji s takich,
7e W sytuacii s jest tak, ze Andrzej Wisniewski pracuje i Andrzej Wisniewski
przebywa w Zielonej Gorze. Pragnac sprecyzowaé sens tego ostatniego wy-
razenia, musimy jednak okresli¢, czym jest odniesienie przedmiotowe spojnika
1" w (pojedynczej) sytuacji s, co natychmiast prowadzi nas do rozwazan
nad struktura sytuacji i powoduje powstawanie wszystkich dobrze znanych
trudnoéci (pojawiajacych sie roOwniez w przypadku innych spojnikow). Tego
chcemy jednak unikna¢. Co wigcej, mozemy to z latwoscia osiagnac, okresla-
jac interesujacy nas zbior bezposrednio: przyjmujac. ze zbior sytuacji, w kto-
rych jest tak, jak glosi zdanie (4) jest iloczynem zbioru sytuacji, w ktorych jest

1 Czytelnik proszony jest tu o okazanie zaulania autorowi.
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tak, jak glosi zdanie (1) oraz zbioru sytuacji, w ktorych jest tak, jak glosi zdanie
,Andrzej Wiéniewski przebywa w Zielonej Gorze”. Podobnie w przypadku
zdania ztoZonego:

(5) Andrzej Wisniewski pracuje lub Andrzej Wisniewski dobrze si¢ bawi.

7bidr sytuacji, w ktorych jest tak, jak glosi zdanie (5) mozemy utozsamic z suma
zbioru sytuacji, w ktorych jest tak, jak glosi zdanie (1) i zbioru sytuacj,
w ktorych jest tak, jak glosi zdanie ,,Andrzej Wisniewski dobrze sig bavi .3

Rozwazmy teraz zdanie:
(6) Nieprawda, ze Andrzej Wisniewski dobrze si¢ bawi.

Pragnac okreslié sens wyrazenia ,,w sytuacji s jest tak, Ze nieprawda, ze Andrzej
Wisniewski dobrze si¢ bawi”, natychmiast wiklamy si¢ we wszystkie dobrze
znane trudnosci zwiazane z odniesieniem przedmiotowym spojnika negacji.
Wickszych zastrzezen nie budzi natomiast stwierdzenie, iz zbibér sytuacji,
w ktdrych jest tak, jak glosi zdanie (6) jest identyczny ze zbiorem tych sytua-
cji, w ktorych nie jest tak, jak glosi zdanie ,,Andrzej WiSniewski dobrze si¢
bawi”. Mowiac bardziej $ciéle, zbidr sytuacji, w ktorych jest tak, jak glosi zda-
nie (6) jest identyczny z réznica uniwersum sytuacji i zbioru sytuacji, w ktorych

jest tak, jak glosi zdanie ,,Andrzej Wisniewski dobrze si¢ i_31av~;i”.‘L

Rozwazmy z kolei zdanie:

(7) Jedli Andrzej Wiéniewski pracuje, to Andrzej Wisniewski dobrze sig
bawi.

Chwila namyslu wystarczy, aby zauwazy¢, ze zbiorem sytuacji, w ktorych nie
jest tak, jak glosi zdanie (7) jest iloczyn zbioru sytuacji, w ktorych jest tak, jak
glosi zdanie (1) oraz zbioru sytuacji, w ktérych jest tak, jak glosi zdanie (6).
A zatem zbior sytuacji, w ktorych jest tak, jak glosi zdanie (7) jest rowny sumie
zbioru sytuacji, w ktorych jest tak, jak glosi zdanie ,,Nieprawda, ze Andrzej
Wisniewski pracuje” i zbioru sytuacji, w ktorych jest tak, jak glosi zdanie
,»~Andrzej Wisniewski dobrze sig bawi”.

W przypadku zdania:

(8) Andrzej Wisniewski pracuje wtedy i tylko wtedy, gdy Andrzej Wisniew-
ski dobrze sie bawi.

> Por. Barwise [4], s. 30.
* Por. Cooper & Kamp [12], s. 316-320.
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zbior sytuacji, w ktorych jest tak, jak glosi zdanie (8) jest rowny iloczynowi
zbioru wszystkich sytuacji, w ktorych jest tak, jak glosi zdanie (7) oraz zbioru
wszystkich sytuacji, w ktoérych jest tak, jak glosi zdanie:

(9) Jesli Andrzej Wisniewski dobrze si¢ bawi, to Andrzej Wisniewski pra-
cuje.

3. Analizowane wyzej zdania zlozone byly zbudowane bezposrednio ze
zdan prostych. Jest jednak oczywiste, ze przeprowadzone rozwazania mozemy
uogolnic tak, aby odnosily si¢ one do dowolnego zdania zlozonego analizowa-
nego jezyka. Niech n, U, — beda odpowiednio teoriomnogosciowymi znakami
floczynu zbiorow, sumy zbiorow i rdznicy zbiorow. Przyjmijmy, ze w roz-
wazanym jezyku wystepuja wylacznie spojniki negacji ( —), koniunkeji (&),
alternatywy (v), mplikacji (—) oraz réwnowaznosci (=); zdaniami tego Je-
zyka sg wylacznie zdania proste oraz zdania powstajace ze zdan prostych za
pomoca powyzszych spojnikow. Zaldézmy, ze kazdemu zdaniu prostemu A
jest jednoznacznie przyporzadkowany pewien zbior sytuaciji S(4) bedacy pod-
zbiorem uniwersum sytuacji U. Gdy zbidr S(A4) jest niepusty, to, intuicyjnie
rzecz biorac, do zbioru tego nalezg wszystkie te sytuacje z uniwersum U,
w ktorych jest tak, jak glosi rozwazane zdanie proste 4 1 tylko te sytuacje.
Mozemy teraz zdefiniowa¢ pewna funkcje V' przyporzadkowujaca kazdemu
zdaniu rozwazanego jezyka pewien podzbior zbioru U w nastepujacy sposob:

(1) Jesli A jest zdaniem prostym, to V(4) = S(4).

(1) Jesli A ma posta¢ —B, to V(4) = U - V(B).

(iii) Jesli 4 ma postac B & C, to V(4) = V(B) n V(C).

(iv) Jesli A ma postac Bv C, to V(A) = V(B) v V(O).

(v) Jesli 4 ma postac B - C, to V(4) = V(=B) u V(C).

(vi) Jesli A ma posta¢ B=C, to V(4) = (V(=B) u V (C) n (V(-=0)
v V(B)).

Warto$¢ funkcji V' dla danego zdania 4 mozna by nazwac zbiorem tych
wszystkich sytuacji, w ktorych jest tak, jak glosi zdanie 4. Zauwazmy, ze dla
pewnych zdan zbior ten moze byC pusty! Korzystajac z tego pojecia, mozemy
teraz okres$li¢ pojecie ,,w sytuacji s jest tak, jak glosi zdanie zlozone A4

(*) w sytuacji s jest tak, jak glosi zdanie ztozone A4 wtedy i tylko wtedy, gdy
s eV(A).

Gdy zbior V(A) dla danego zdania zlozonego A jest pusty, mozemy zatem
powiedziec, ze nie istnieje sytuacja, w ktorej jest tak, jak glosi rozwazane zdanie
Zlozone A4 (a jednoczesnie w kazdej sytuacji z uniwersum sytuacji U jest tak, jak
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glosi negacja rozwazanego zdania). Zgodnie z przyjetymi wyzej zatozeniami nie
jest wykluczone, ze dla pewnych zdan prostych 4,, 4,, .-, A, ... (i = 1) zbiory
S(A4,), S(Ay), .., S(4y, ... sa puste. Jesli jest tak wlasnie, to mozemy powie-
dzie¢, ze w kazde] sytuacji z uniwersum sytuacji U jest tak, jak glosza negacje
zdan A, Asy ooy A i

4. Przeprowadzone wyzej rozwazania miaty charakter szkicowy: nie okres-
liliémy tu blizej ani zbioréw sytuacji przyporzadkowanych poszczegdlnym
zdaniom prostym, ani tez uniwersum sytuacji. To, co zostalo wyzej powiedzia-
ne, wystarcza jednak do pokazania, Ze istnieja zdania zlozone o tej wlasnosci,
7e zbiér sytuacji, w ktérych jest tak, jak one glosza jest zawsze pusty
_ niezaleznie od tego, czym jest uniwersum sytuacji. W szczegolnosci, wlasnosc
t¢ ma zdanie:

(10) Andrzej Wisniewski przebywa w Zielonej Gorze i nieprawda, ze An-
drzej Wisniewski przebywa w Zielonej Gorze.

Oznaczmy zdanie ,,Andrzej Wisniewski przebywa w Zielonej Gorze” przez A*.
Dla dowolnego uniwersum sytuacji U mamy V(4* & —A4*) = V(4%) n
V(—A*) = V(4*) n (U~ V(4*)). Poniewaz V(4*) jest podzbiorem U, zatem
ostatecznie V(4* & —A*) = @. Wnosimy stad, ze zbidr sytuacji, w ktorych
jest tak, jak glosi zdanie (10) jest pusty. Analogicznie jest w przypadku zdania:

(11) Krasnoludek Gapcio jest przystojny i nieprawda, ze krasnoludek
Gapcio jest przystojny.

Mozna réwniez pokazacé, ze istnieja zdania zlozone o tej wlasnosci, ze w kazdej
sytuacji z uniwersum sytuacji jest tak, jak one glosza — niezaleznie od tego, czym
jest uniwersum sytuacji. Przyktadem moze tu byc zdanie:

(12) Andrzej Wisniewski przebywa w Zielonej Gorze lub nieprawda, ze
Andrzej Wisniewski przebywa w Zielonej Gorze.

Zgodnie z wyze] powiedzianym mamy V(4* v —A4¥) = V(4%) U V(—=4%)
= V(4*) u (U — V(4*%). Jako ze V(4*) jest podzbiorem U, ostatecznie
otrzymujemy, iz V(4* v —4*) = U. Tak wigc mozemy powiedziec, ze w kaz-
dej sytuacji ze zbioru U jest tak, jak glosi zdanie (12). To samo zachodzi rzecz
jasna w przypadku zdania:

(13) Krasnoludek Gapcio jest przystojny lub nieprawda, ze krasnoludek
Gapcio jest przystojny.
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zupelnie niezaleznie od tego, jaki jest status ontologiczny krasnoludka Gap-
cia.

Zdania (12) i (13) sa podstawieniami tezy klasycznego rachunku zdan.
Mozemy wobec tego postawic nastepujace pytania: (a) czy kazde zdanie bedace
podstawieniem tezy klasycznego rachunku zdan ma t¢ wlasno$¢, ze w kazdej
sytuacji z uniwersum sytuacji jest tak, jak ono glosi —niezaleznie od tego, czym
jest uniwersum sytuacji?; (b) czy kazde zdanie majgce powyzsza wlasnos¢ jest
podstawieniem jakiej$ tezy klasycznego rachunku zdan?

Aby odpowiedzie¢ na te pytania —i to odpowiedzie¢ twierdzaco - zbuduje-
my teraz pewna semantyke dla klasycznego rachunku zdan nawigzujaca do
intuicji przedstawionych w dotychczasowych rozwazaniach.

5. Dla porzadku scharakteryzujemy najpierw jezyk rozwazanej tu wersji
klasycznego rachunku zdan (dalej: KRZ). W alfabecic tego jezyka wystepuja:
przcliczalnic nieskonczenie wiele zmiennych zdaniowych p,, p,, ..., spojniki
—, &, v, —, = oraz pawiasy. Zbior formutl zdaniowych Formyyg, jest naj-
mniejszym zbiorem zawierajacym wszystkie zmienne zdaniowe i spelniajacym
nastepujace warunki: (i) jesli « nalezy Formg,,, to wyrazenie majace postac
— a nalezy do Formypy; (ii) jesli o, f naleza do Formpyy., to wyrazenia majace
postaé (a & f8), (v B), ( = ), (x = ) naleza do Formyy,. Greckich liter a, f8, ...
bedziemy dalej uzywaé w charakterze metajezykowych zmiennych reprezen-
tujacych formuly zdaniowe jezyka KRZ: przyjmujemy tu zwykle konwencje
dotyczace pomijania nawiasow. W metajezyku zakladamy teori¢ mnogosci
Zermelo-Fraenkla.?

Jak wiadomo, zmienne zdaniowe moga byC interpretowanc zaréwno
podstawieniowo, jak i obicktywistycznie. Wedlug interpretacji podstawieniowe]
zmienne zdaniowe nie sg zmiennymi w Scistym sensie, lecz sa schematycznymi
literami reprezentujacymi zdania pewnego innego jezyka. Interpretacje obiek-
tywistyczne roznia sie co do tego, czym jest uniwersum przebiegane przez
zmienne zdaniowe. Najbardziej znane sa tu nastepujace uj¢cia: (a) zmienne
zdaniowe przebiegaja dwuelementowe uniwersum, ktorego clementami sa
Prawda i Falsz (Frege): (b) zmienne zdaniowe przebiegaja uniwersum wartosci
logicznych, w ktorym Prawda i Falsz sa wyréznionymi elementami (Fukasie-
wicz, Post); (c) zmienne zdaniowe przebiegaja uniwersum sytuacji (Wittgen-
stein, Suszko); (d) zmienne zdaniowe przebiegaja zbiory $wiatow mozliwych
(Kripke, Fine).¢

$ W rozwazaniach po$wigconych semantyce syluacyjnej zaklada si¢ niekiedy niestandardowe
tcorie mnogosci, w tym zwlaszcza teorig hiperzbiorow (zbioréw nieufundowanych) Aczela (zob.
Aczel [1]; zob. tez Pasniczek [20]). W sprawie motywacji tego kroku zob. Barwise [7].

Dla poltrzeb naszych prostych rozwazan wystarczy jednak ZF.

® Por. Omyta [19], s. 118.
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Intuicje, ktore leza u podstaw proponowanej nizej semantyki dla KRZ
mozemy przedstawié nastepujaco: zmienne zdaniowe sa schematycznymi
literami reprezentujacymi te zdania jezyka naturalnego, ktore nie zawieraja
spojnikéw negacii, koniunkcji, alternatywy, implikacji czy rownowaznosci.’
Istnieja jednak rézne jezyki naturalne; co wigcej, nawet gdy jezyk naturalny jest
ustalony, mozna w rozmaity sposob przyporzadkowywa¢ zmiennym zdanio-
wym zdania tego jezyka nie zawicrajace spojnikow KRZ i w konsekwencji
w roznoraki sposob reprezentowa¢ w jezyku KRZ rozne zdania zlozone.
7 drugiej strony, zgodnie z wyzej powiedzianym, kazdemu zdaniu prostemu jest
przyporzadkowany pewien zbi6r sytuacji, przy czym gdy jest to zbior niepusty,
to — intuicyjnie rzecz biorac — jest to zbior tych wszystkich sytuacji, w ktorych
jest tak, jak zdanie to glosi. Ponadto w kazdym jezyku naturalnym istnieja
odpowiedniki spojnikow KRZ; zbiory sytuacji, w ktorych jest tak, jak glosza
zdanie zlozone utworzone za pomoca tych spojnikow mozna okreslic w przed-
stawiony wyzej sposob. Jednakze z uwagi na wystepowanie zjawiska nieprze-
kladalnoéci trudno oczekiwaé, aby sumy zbiorow sytuacji przyporzadkowa-
nych zdaniom prostym dowolnych dwu roznych jezykow byly identyczne.
Ponadto nie sposob z gory okresli¢ uniwersum sytuacji. Wszystko to prowadzi
do wniosku, iz w przypadku j¢zyka KRZ musimy dopusci¢ istnienie réznych
modeli sytuacyjnych; modele te beda sie rézni¢ zarowno uniwersami sytuacji,
jak | podzbiorami uniwersow sytuacji przyporzadkowanymi poszczegolnym
zmiennym zdaniowym. Pojecie modelu sytuacyjnego, ktére tu mamy na mysli
mozna okresli¢ nastepujaco (znak © jest znakiem inkluzji):

DEFINICJA 1: Modelem sytuacyjnym jezyka KRZ nazywamy dowolng parg
uporzadkowana < U, v> taka, ze U jest niepustym zbiorem, natomiast v jest
funkcja okreslona na zbiorze Form,, 0 wartosciach w zbiorze 2U spetniajaca
nastgpujace warunki:
(1) dla dowolnej zmiennej zdaniowej p, v(p) < U,
(2) dla dowolnych a, f € Formyg,:
i) v(—a) = U-v().
(i) v & f) = v(x) N v(f).
(i) v(e v ) = v(a) v v(f).
(iv) v(x = B) = v(—=o) v v(f).
V) vae=p~= v (=) vv() n (= v v @)

Gdy < U, v> jest modelem sytuacyjnym jezyka KRZ, to zbior U nazywamy
uniwersum tego modelu.

Proponujac powyzsza definicje, o uniwersum modelu sytuacyjnego zalo-
zylismy tylko, ze jest ono niepustym zbiorem. Intuicyjnie rzecz biorac, bedzie-
my tu mysleli o uniwersum dowolnego modelu sytuacyjnego jako o zblorze

7 Zauwazmy, ze zgodnie z wyzej powiedzianym zdania te mogg zawierac np. kwantylikatory.



20 Andrzej Wisniewski

sytuacji, poniewaz jednak nie okre§liliSmy, czym sa sytuacje, nie mozemy tez
nalozy¢ zadnego warunku (poza niepustoscia) na uniwersa modeli sytuacyj-
nych. Jak zobaczymy, nie jest to zreszta konieczne z punktu widzenia celu tych
rozwazan. O zbiorze wartosci funkcji v dla formuty zdaniowej a mozemy z kolei
mysle¢ jako o zbiorze tych wszystkich sytuacji z uniwersum rozwazanego
modelu, w ktorych jest tak, jak ,,glosi” formula «. Zbiér ten moze byé pusty.

WprowadZzmy teraz pojecie tautologii sytuacyjnej:

DEFINICJA 2: Formula zdaniowa o jezyka KRZ jest tautologiq sytuacyjng
wtedy 1 tylko wtedy, gdy dla kazdego modelu sytuacyjnego < U, v> jezyka
KRZ jest tak, ze v(x) = U.

Intuigja lezgca u podstaw powyzszej definicji jest nastepujaca: formula «
jest tautologia sytuacyjng dokladnie wtedy, gdy w kazdej sytuacji jest tak, jak
»glos1” formuta o — niezaleznie od tego, jaki zbidr sytuacji bierzemy pod uwage
i w jaki sposob poszczegbdlnym zmiennym zdaniowym sa przyporzadkowane
podzbiory tego zbioru, to zbi6r sytuaciji, w ktorych jest tak, jak ,,glosi” formuta
o Jest identyczny ze zbiorem wszystkich branych pod uwage sytuacji.

Formuly zdaniowe jezyka KRZ reprezentuja zdania jezyka naturalnego.
O kazdym zdaniu reprezentowanym przez tautologi¢ sytuacyjng mozemy zatem
powiedzie¢ co nastepuje: w kazdej sytuacji z uniwersum sytuacji —niezaleznie od
tego, czym Jest to uniwersum® i czym sa sytuacje — jest tak, jak glosi to zdanie.

6. Mozna udowodni¢, ze klasyczny rachunek zdan jest pelny wzgledem
przedstawione] wyzej semantyki, tj. ze kazda teza aksjomatycznego systemu
KRZ jest tautologia sytuacyjna oraz ze kazda tautologia sytuacyjna jest teza
systemu aksjomatycznego KRZ.

Aksjomatami (przyjmowanej tu wersji) klasycznego rachunku zdan sg
wszystkie formuly zdaniowe jezyka KRZ majgce postac:

(14) &« = (f - o)
(U1 @—-> @B =) - (2 h - (@-7y)
(16) (=f = =) > (2 > f)

Regutami inferencyjnymi sa reguta odrywania (RO) oraz regula zastgpowania
definicyjnego (ZD) z uwagi na nastgpujace definicje:

(I7)av§p =4 —o—>f

¥ Przypomnijmy, ze na uniwersum sytuacji U nalozylismy tylko dwa warunki: (1) jest ono
niepuste, (2) dla kazdego zdania prostego A, zbior S(4) zawiera sie w uniwersum syluacji.
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(18)06&[)) = W —(@—> =5
(19)a=p =4 —=(x—> - —E—>2)

Pojecie dowodu rozumiemy w standardowy sposob; teza KRZ jest kazda
formula zdaniowa jezyka KRZ posiadajaca dowod w oparciu o aksjomaty
KRZ.

Moéwiac dalej o modelach sytuacyjnych, bedziemy mieli na mysli modele
sytuacyjne jezyka KRZ.

Mozna tatwo udowodnic:

LEMAT 1: Dla kazdego modelu sytuacyjnego <U, v>:
(@) v — (B —» o) = U,
v - B> = (2> p > @-=7) =0
©v(=B-> —mx)>(@—=p)="U.

Tak wiec wszystkie aksjomaty KRZ sa tautologiami sytuacyjnymi.

LEMAT 2. Jeéli dla kazdego modelu sytuacyjnego < U, v>,v(x — ff) = Uoraz
dla kazdego modelu sytuacyjnego < U, v>,v(2) = U, todla kazdego modelu
sytuacyjnego < U, v>,v(f) = U.

D o w 6 d: Przypusémy, ze spelnione sa zalozenia lematu oraz ze < U, v>
jest modclem sytuacyjnym takim, ze v'(f) # U’. Z zalozenia mamy vi) = U
oraz v(e — ) = U’. Wnosimy stad, ze (U" —v'(2)) u v(B) = U". Skoro jednak
V(x) = U7, to v(f) = U. Otrzymali§my sprzeczno$c. m

Zgodnie z Lematem 2 kazda formula zdaniowa powstajaca z tautologii
sytuacyjnej poprzez zastosowanie reguly odrywania (RO) jest tautologia
sytuacyjna.

Mozna rowniez latwo udowodnic:

LEMAT 3. Dla kazdego modelu sytuacyjnego <U, v>:
@v@vp) =v(—a—p),
) v & ) = v(—(@— —=B),
©ve=ph) = v(=(x— B > —B - ).

Lemat 3 implikuje, ze kazda formula zdaniowa powstajaca z tautologii
sytuacyjnej poprzez zastosowanie reguly zastgpowania definicyjnego (ZD) jest
tautologia sytuacyjna.

Prawdziwe jest zatem:

TWIERDZENIE 1. Kazda teza KRZ jest tautologig sytuacyjnag.
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Udowodnimy teraz
TWIERDZENIE 2. Kazda tautologia sytuacyjna jest tezg KRZ.

D o w 6 d: Z twierdzenia o pelnosci dla KRZ wiadomo, ze formula zdaniowa
a jest teza KRZ wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego wartosciowania w (tj. dla
kazdego nieskonczonego przeliczalnego ciagu wartoscilogicznych 1, 0), warto$¢
formuly o przy wartosciowaniu w jest rowna 1. Pojecie wartosci formuty
zdaniowej o przy wartoSciowaniu w rozumiemy tu w zwykly sposob?; wartos¢
formuly zdaniowe] a przy wartosciowaniu w oznaczamy przez o [w]. Aby
udowodnié, ze kazda tautologia sytuacyjna jest teza KRZ, wystarczy zatem
pokazaé, ze dla dowolnej formuty zdaniowej « spelniony jest warunek:

(w) jesli 1stnieje wartosciowanie w takie, ze o [w] = 0, to istnieje model
sytuacyjny < U, v> taki, ze v(a) # U.

Zalozmy, 7e o jest formulg zdaniowa taka, ze dla pewnego dowolnego ale
ustalonego warto$ciowania w jest tak, zc « [w] = 0. Dla kazdej formuly
zdaniowe] istnieje inferencyjnie rownowazna formuta zdaniowa majaca koniun-
kcyjng posta¢ normalna. Niech f bedzie formula zdaniowa w koniunkcyjnej
postaci normalnej inferencyjnie rownowazna formule . Wnosimy stad, ze
tezami KRZ sa formuly:

() — f
(b) B — «

Formuta f jest w koniunkcyjnej postaci normalnej, tj. ma posta¢ y, & y, & ...
&y, gdzie y,, 75, ..., ¥, sa alternatywami elementarnymi oraz kK = 1. Skoro jed-
nak f# — 2 jest teza KRZ, to na mocy twierdzenia o pelnosci dla KRZ mamy
(B — ) [w] =1. Skoro jednak « [w] = 0,to f[w] = 0, czyli (y, &y, & ... & y;)
[w] = 0. Tak wigc warto$¢ co najmniej jednej sposrod alternatyw elemen-
tarnych y,, 7, . .... ¥, przy wartosciowaniu w jest rowna 0. Niech Y (1 <j <k
bedzie alternatywa elementarna taka, ze y; [w] = 0. Skoro y, jest alternatywa
clementarna, to y; ma posta¢ 6, v d, v...v é,, gdziem =1 orazd,—dlal <s <
m — jest badz zmienng zdaniowa, badz zmienna zdaniowa poprzedzona zna-
kiem negacji. Skoro formuta x — f jest teza KRZ, to formula:

(CQa— o6, vdv.vVvi,
jest tez teza KRZ. Jednocze$nie mamy (6, v, v...vd,) [w] = 0, czyli dla kaz-

dego s, gdzie | <5 <m, §_[w] = 0. Rozwazmy teraz model sytuacyjny <{1,0},
v>, gdzie v spelnia nastgpujacy warunek:

? Zob. np. Batoég [10], rozdziat 1.
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(@) dla dowolnej zmiennej zdaniowej p,, v( p) = {p; [Wl}-

Jest oczywiste, ze dla kazdego s, gdzie I <5 <m, v (0,) = {0}. Tak wigc v (6, v J,

.6.) =1{0}. Skoro jednak formuta (c) jest teza KRZ, to na mocy Twierdze-
nia 1 v(e = 8,vé,v...vé8,) = {1,0}. Znaczy to, ze ({1,0} —v (2)) v {0} = {1,0}.
Wnosimy stad, ze v(z) = {0} lub v () = @. Tak wigc v(«) # {1, 0}, co korczy
dowod. m

Whioskiem z powyzszych twierdzen jest nastgpujace twierdzenie o petnosci
KRZ wzgledem przedstawione] tu semantyki:

TWIERDZENIE 3. Formula zdaniowa « jezyka KRZ jest teza KRZ wtedy
i tylko wtedy, gdy « jest tautologia sytuacyjna.

Poniewaz KRZ jest pelny wzgledem standardowej semantyki, znaczy to, ze
pojecia tautologii sytuacyjnej i tautologii KRZ rozumianej w zwyklym sensie
tepo terminu sa rownozakresowe. Pojecia te maja jednak niewatpliwie rozna

resc.

7. W przeprowadzonych wyze] rozwazaniach nie uzywaliSmy pojecia
prawdy. Bylo to zamierzone, chociaz nie jest to wyrazem jakiejs szczegolnej
niecheci piszacego te stowa do tego pojecia. Idee, ktorych uzylismy konstruujac
semantyke dla KRZ, nie byly w zasadzie nowe!®, chociaz zapewne pewna
nowoscia jest sposob ich uzycia. Intuicja, zgodnie z ktoérag w dowolnej sytuacji

10 W semantyece Kripkego zmienne zdaniowe przebiegaja zbiory §wiatow mozliwych, natomiast
wartosciowania zmiennych zdaniowych sa funkcjami przyporzadkowujacymi kazdej zmiennej
zdaniowej pewien zbidr éwiatow mozliwych. Semantyka ta jest jednak semantyky dla rachunkow
modalnych. Przenoszac idee semantyki Kripkego na semantyke dla KRZ, mozna przvjac, ze
modelem jest para uporzadkowana <K, s>, gdzie K jest niepustym zbiorem ,,mozliwych Swialow”,
natomiast s jest warto$ciowaniem zmiennych zdaniowych, tj. funkcja przyporzadkowujaca kazdej
zmiennej zdaniowej pewien podzbiér zbioru K. Niech w € K. Pojecie ,,w §wiecic w zachodzi o™
(symbolicznie: w E x) mozna nastgpnic wprowadzi¢ nastgpujaco: (a) w kp, wiw w € 5(p)); (b) w F
—x wiw nieprawda, ze w Fa; (c) w Ea & S wtw w ko oraz w kfi; (d) w kov B wiw w Ex lub w EB; (2)
wEx — fwiw w k f§ lub nieprawda, ze w Ex; () w Ee = f wiw wEz zawsze i tylko, gdy w k. Zbior
wszystkich mozliwych $wialdéw ze zbioru K, w ktdrvch zachodzi ¥ mozemy teraz zdefiniowad
ko {w e K w ka}.

Intuicje faczone z pojeciem sytuacji sa jednak rozne od intuicji faczonych z pojeciem Swiala
mozliwego (zob. Barwise [5]). Swiaty mozliwe s3 rowniez niekiedy definiowane przy pomocy pojgcia
syluacji (zob. np. Zalta [27], s. 96-101).

Uwazny czytelnik z pewnodcig zauwazy} tez podobieristwo przedstawione] wyzej semantyki
z semantyka topologiczna dla inluicjonistycznego rachunku zdan Heytinga zaproponowang przez
Tarskiego (zob. Tarski [25]). Podobienstwo (o jest widoczne zwlaszcza wiedy, gdy semantyke ¢
przedstawimy w sposob nieco odbiegajacy od jej oryginalnej prezentacii (por. Krajewski[1 7]). Niech
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jest tak, jak gtosza zdania bedace podstawieniami tez klasycznego rachunku
zdan jest jedng z najbardziej podstawowych intuiciji, jakie Zywimy wobec logiki.
Celem tych rozwazan bylo wyrazenie tej intuicji przy pomocy stosunkowo
niewielu poje¢ pomocniczych posiadajacych intuicyjne uzasadnienie. Pod-
kreslmy, ze intuicje t¢ wyrazilismy nie okreslajac blizej pojecia sytuacji.!* Gdy
poj¢cie sytuacji i/ lub pojecie uniwersum sytuacji sa dookreslone w taki czy in-
ny sposéb, mozna argumentowaé, iz pewne logiki nieklasyczne sa — mowiac
ogolnie — adekwatne wzglegdem odpowiednich semantyk opartych na intuicjach
wiazanych z pojeciem sytuacji'? lub tez ze pelnia one role ontologii odpowied-
nich uniwersow sytuacji**. W przypadku klasycznego rachunku zdan mozemy
jednak powiedziec, ze — czymkolwiek sa sytuacje — w dowolnej sytuaciji jest tak,
jak glosza zdania bedace podstawieniami tez tego rachunku. W rekach
czytelnika pozostawiamy decyzje, czy Swiadczy to na niekorzys¢ klasycznego
rachunku zdan, czy tez na niekorzys$¢ przedstawionej tu semantyki.
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